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Le terme de mathématiques appliquées est par lui-méme 
assez vague. Etendu à toutes les branches de la science qui 
font appel à l'emploi des mathématiques, il engloberait un 
domaineimmense dans lequel viendraient se fondre nombre 
d'autres sections de l'Eneyclopédie. Dans le plan général de 
celle-ci, il est réservé aux seules catégories suivantes : 

19 Science du calcul ; 

20 Analyse appliquée à la science de la valeur ; 

€o Géométrie appliquée à la détermination des positions et 
à la représentation des figures terrestres. 

I. — L'exécution des calculs numériques joue, dans un 
trés grand nombre de techniques, un róle aujourd'hui pri- 
mordial. On doit s'efforcer de la rendre aussi rapide et aisée 
que possible, en l'appropriant exactement au degré d'ap- 
proximation que l'on recherche, et en écartant, autant que 
faire se peut, les chances d'erreurs. L'étude des méthodesà 
suivre à cet effet, formant une sorte de prolongement des 
mathématiques pures, mérite d'étre considérée comme une 
science à part, celle du calcul proprement dit, dont les 
principes sont de la plus haute utilité pour tous ceux qui, 
dans un ordre d'application quelconque, ont à exécuter sur 
des nombres des opérations plus ou moins compliquées. 
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L'effort du calculateur a pu d'ailleurs être largement sou- 
lagé gráce à l'intervention de procédés soit graphiques, soit 
mécaniques, de formes trés diverses. Ces différents modes de 
calcul constituent aujourd'hui, à côté des méthodes pure- 
ment numériques, des disciplines autonomes comportant 
des exposés d'ensemble spéciaux que l'on trouvera dans la 
première section de cette bibliothèque. 

H. — La science de la valeur, sous ses divers aspects, 
repose essentiellement sur les notions de nombre et de 
fonction ; elle peut donc apparaitre comme une application 
directe de l'analyse mathématique. 

La pratique des opérations monetaires, toutes les combi- 
naisons du prêt à intérêt, ont donné naissance à l'arithme- 
tique des changes et à Valgebre financière dont l'exposé 
fournit la matière d'un premier volume. 

Le calcul des probabilités a introduit dans les rapports 
économiques un nouvel élément de précision et fourni une 
base scientifique à l'industrie des assurances dont les ré- 
sultats restent la meilleure preuve de sa valeur pratique. 
L'étude spéciale des probabilités relativesà tous les sinistres 
susceptibles d'assurance, la combinaison de ces probabilités 
avec le jeu de la capitalisation, les moyens de calcul aptes à 
definir pratiquement les primes et réserves de tous les con- 
trats, constituent la théorie mathématique des assurances, 
fondement de I'actuariat, à laquelle un second volume est 
consacré. 

En dehors de ces applications pratiques déjà classiques, 
des tentatives nouvelles sesont produites pour emprunter à 
l'analyse mathématique toutes les rigueurs de notalion et 
de raisonnement permettant de soumettre l'ensemble méme 
des manifestations de la vie économique à une étude vrai- 
ment scientifique. Un mouvement s'affirme qui, rompant 
avec le verbalisme incertain des écoles et des doctrines, 
toujours dominé par les préoccupations pratiques, entend 
rester exclusivement théorique et constituer, — comme cela 
a élé fait en physique, — une économique mathématique ou 
rationnelle et une économique expérimentale destinées à se 
contrôler, à se rejoindre méme sur certains points lorsque 
la tâche sera suffisamment avancée. 


www.rcin.org.pl 


ENCYCLOPÉDIS SCIENTIFIQUE HI 


La première abstrait des réalités économiques des types 
définis et des mécanismes simplifiés dont elle s'efforce de 
poser les conditions d'équilibre et de mouvement, en ten- 
dant à les ramener aux équations de Lagrange qui se trou- 
veraient ainsi dominer un jour la mécanique des intérêts 
comme celle des forces. La seconde, ne pouvant reconrir à 
l'expérience proprement dite, s'applique à perfectionner 
l'observation slatistique, à en grouper les résultats, à en 
éliminer par l'interpolation les influences secondes. Elle 
soumet à des règles rationnelles les moyens de rechercher, 
de contrôler, de démontrer les corrélations entre les phéno- 
inenes ainsi rendus comparables. Deux volumes exposeront 
l'état actuel et les perspectives de cette double science en 
formation : Economique rationnelle, d'une part, la Statis- 
tique mathématique, de l'autre. 

L'ensemble des volumes groupés dans la seconde section 
de cette hibliothéque se trouve ainsi constituer un exposé 
complet de ce qu'on appelle parfois la chrémalistique. 

II. — En vertu de ses origines mêmes, la géométrie est 
avanttout la science de la mesure des objets terrestres et de 
la détermination de leur forme. Par suite d'une évolution 
toute naturelle, elle est devenue, par le fait, la science 
générale des propriétés de l'espace. U n'en est pas moins 
vrai que l'on doit, parmi ses applications, faire une place à 
part à celles qui visent son objet primitif, en les groupant 
en un seul tout, alors méme que, pour plusieurs d'entre 
elles, il est fait appel, dans une certaine mesure, à des no- 
lions empruntées à d'autres sciences comme l'astronomie 
et la physique. 

Au premier rang des objets terrestres, dont la mesure 
utilise les méthodes de la géométrie, s'offre Ia terre elle- 
méme dont la géodésie délinit la figure d'ensemble tandis 
que la topographie fait connaitre les détails de sa surface. 

La géodésie peut d'ailleurs se subdiviseren trois branches 
principales correspondant à des études de plus en plus 
élevées : 

1° La géodésie élémentaire qui, partant de l'hypothèse de 
la terre sphérique, applique à ses résultats des termes cor- 
rectifs pour le passage à l'ellipsoide, et qui comprend tout ce 
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qu'exigent les observations et les caleuls relatifs aux trian- 
gulations exécutées en vue des opérations topographiques ; 

2° La géodésie sphéroidique, reposant, comme son nom 
l'indique, sur la considération du sphéroide et qui comprend 
tout ce qui concerne les triangulations primordiales ; 

3* La géodésie supérieure, consacrée à l'étude de l'exacte 
figure de la terre. 

A chacune d'elles correspond un volume spécial. En rai- 
son du róle capital qu'en ces matiéres joue la théorie des 
erreurs, celle-ci, dont les éléments sont exposés dans le 
premier de ces trois volumes, recoit, dans le second, tout 
le développement susceptible d'intéresser les géodésiens. 

La détermination des positions absolues sur la terre ferme, 
que réclame la géodésie, fait l'objet de l'astronomie géodé- 
sique que, en raison de leur étroite affinité, on ne saurait 
séparer de la navigation; l'une et l'autre de ces sciences 
d'application reposent d'ailleurs, en réalité, sur des opé- 
rations purement géométriques auxquelles l'astronomie ne 
fournit que des points de repere. 

Il a paru également à propos de rapprocher de la géo- 
désie et de la topographie (dont la métropholographie n'est 
qu'une branche spéciale) diverses sciences connexes comme 
la métrologie qui détermine les étalons de mesure utilisés 
par la géodésie, la cartographie qui a pour objet la repré- 
sentation des résultats fournis par la topographie... 

Quant à la représentation des objets de petites dimen- 
sions, elle résulte de la mise en œuvre de divers systèmes 
de projection, au premier rang desquels ceux des projec- 
tions orthogonales (géométrie descriptive) et des projections 
centrales (perspective). 

Grâce à la métrophotographie, les lois de la perspective 
sont, en outre, trés heureusement utilisées et le seront de 
jour en jour davantage en vue des levers topographiques. 


Les volumes seront publiós dans le format in-18 jósus cartonné; 
ils formeront chacun 400 pages environ avec ou sans figures dans 
le texto. Le prix marqué de chacun d'eux, quel que soit le nombre 
de pages, est fixé à 5 francs. Chaque volume se vendra séparément. 

Voir à la fin du volume, la notice sur 'ENCYCLOPÉDIE 
SCIENTIFIQUE, pour les conditions générales de publication. 
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AVANT-PROPOS 


L'auteur avait à traiter en premier lieu des 
sujets très connus, les općralions abrégées, les 
approximalions numériques, le calcul des diffé- 
rences : il n'a fait que reproduire ici les ouvrages 
classiques, et il doit citer parmi ceux-ci l'excel- 
lent traité d'Algébre de E. Pruvosr et D. РїЁвох. 

En second lieu, il devait exposer le Calcul 
des racines des Équalions numériques, lant algé- 
briques que transcendantes. 

A défaut d'ouvrages étudiant le côté pratique 
de ces questions, il a essayé de résumer, selon 
ses idées, les principales méthodes modernes 
et les travaux les plus récents ; mais en raison 
de l'ampleur du sujet, il a dà omettre systé- 
matiquement les démonstrations des proposi- 
tions les plus connues. ll renvoie pour ce sujel, 
à la partie théorique de l'Encyelopédie. 


сч —————————е—-—-—- o ntl 


Paris, Juin 1910. 
R. de MONTESSUS. 
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ET ALGEBRIQUES 


| CHAPITRE 1 


Opérations arithmétiques abrégées * 


| MULTIPLICATION ABRÉGÉE 


| I. Usage de tables. — Partant de Fidentitć 


a + UV: E == AV 
ab | š ) = hoor | 
on voit que toute multiplicalion peul se ramener ап 


calcul de la différence de deux carrés. Il existe de lelles 
tables **, 


П. Opération abrégée. — Au cas où le produit a 
plus de cinq chiffres, les tables de logarithmes à cinq 
décimales ne donnent que les cinq premiers chiffres 
du produit; un tel produit est approché. La règle que 

| voici donne semblablement un produit approché. 

Supposons qu'on ne veu'lle conserver au produit que 
les chiffres représentant des unités composées d'ordre 
k+ 2 au moins. On écrira le multiplicande, puis, au- 
dessous, le multiplicateur renversé. en plaçant le chiffre 

| des unités simples sous le chiffre du multiplicande (com- 
| * En raison de l'importance des sujets qui suiveut celui-ci, nous 


nous bornons à un exposé sommaire de ces questions. R. M. 
** E. Dunauec et J. BLATTER. 
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plélé au besoin par des zéros placés à sa gauche) qui 
représenterait des unités composées d'ordre k. On mål- 
lipliera le multiplicande par chaque chiffre du multipli- 
valeur écril renversé; mais, pour effectuer chaque pro- 
duit partiel, on négligera au mulliplicande les chiffres 
placés à droite de la colonne verticale qui contient le 
chiffre du mulliplicateur que l'on emploie ; chaque pro- 
duit partiel ainsi obtenu représente des unités d'ordre k ; 
on les disposera donc les uns au-dessous des autres de 
Jagon que leurs derniers chiffres de droite soient dans 
une même colonne verticale. On en fera la somme, qui 
représente aussi des unités d'ordre k. On supprime les 
deux derniers chiffres et le nombre ainsi obtenu, qui 
représente des unilés d'ordre k + 2 esl égal au nombre 
d'unité d'ordre k + 2 du produit cherché ou lui est infé- 
rieur d'une unité. 

ExeupLe : Multiplication 4532169 X 3141592; оп 
demande le produit approché en négligeant: 1° la 
partie de ce produit inférieure à une unité composée 
du huitième ordre ; 3° la parlie inférieure à une unité 
du onzième ordre *. 


4532169 A3 321 
2991413 51 413 
qo 20 
4.07 7 ho 3 
22 66 0 vun Le produit exact.est : 
ho За 15 За 14238225873048 
15 12 SG 13 59 63 


! 

A 
jo 32 16 g 1423 7a 
13 59 65 07 0 


14 23 82 25 ï 


* J. TANNERY, page 75. 


www.rcin.org.pl 


OPÉRATIONS ARITHMÉTIQUES ABRÉGÉES 7 


DIVISION ABRÉGÉE” 


Principe. — Quand on substitue au diviseur le nombre 
formé par ses m + 1 premiers chiffres significatifs (en 
remplaçant par des zéros ceux des chiffres supprimés qui 
sont à gauche de la virgule), on augmente le quotient 
d'une quantité moindre que l'unité de l'ordre de son 
miè-ne chiffre. 

En effet, substituer p. e. au diviseur exact 
648,2717954 la valeur approchée 648,271 revient à 
multiplier le quotient par 


648,2717954 ДСТ, 0,0007954 
648,271 648,271 ` 
0.00074: › ^ 


ou à laugmenter de son produit par Ба Ог 
8.27 
7 ` 0.001 ! А. 
cette fraction est moindre que ARM | d'ailleurs, 


quiéme chiffre; il est donc inférieur à 10% unités de 
l'ordre de ce chiffre; et, par suite, l'erreur commise 
sur ce quotient n'atteint pas une unité du cinquième 
chiffre. 


RèGce. — Pour obtenir, à moins dune unité d'un 
certain ordre, le quotient de deux nombres entiers ou 
décimaux, on commence par déterminer l'ordre des plus 
haules unilés du quotient exact, el, par suite, le nombre 
des chiffres du quotient demandé ; on prend deux chiffres 
de plus au diviseur el on divise le dividende par le nombre 
ainsi formé, abstraction faite des virgules. Seulement, 
après chaque division partielle, au lieu d'abaisser à la 


* E. ROUCHÉ. 
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droite du reste le chiffre suivant du dividende, on divise 
ce reste, tel qwil est par le diviseur précédent, privé de 
son dernier chiffre, et l'on s'arrête dès qu'on a au quo- 
tient le nombre de chiffres voulu. 


ExEMPLE : On demande le quotient à moins de 0,01 
de 15466,273863 : 648,2717954. 

Les plus hautes unités du quolient exact sont des 
dizaines; le quotient demandé aura donc quatre chiflres, 
puisque son dernier chiffre doil 


1466,27 (648,271 ; " 
x exprimer des centiémes. On prend 


2000 83 [43 35 


556 04 pour diviseur le nombre de six 
37 48 | chiffres 648,27 1 et, en suivant la 

9.00 | marche indiquée, on trouve 23,85. 
DóMONSTRATION. — En remplaçant le diviseur par 


le nombre de siœ chiffres 648,271, on augmente le quo- 
tient d'une quantité moindre qu'une unité de l'ordre 
de son cinquième chiffre, c'est-à-dire moindre que 
0,001, Telle serait l'erreur si l'on conservait pour divi- 
seur 648,271; mais, dans l'opération suivante, au lieu 
de diviser le reste par 648,271, on prend pour nouveau 
diviseur le nombre de cinq chiffres 648,27 ; de là 
résulle une nouvelle erreur, en plus, moindre qu'une 
unité du quatrième chiffre du nouveau quotient, c'est-à- 
dire moindre qu'une unité du cinquiéme chiffre du quo- 
tient total, et, par suite, moindre encore que o,or. En 
continuant ainsi, on voit que chaque opération aug- 
mente le quotient d'une quantité moindre que 0,001: ; 
donc, aprés quatre opérations, l'erreur finale en plus 
sera plus petite que 0,004 et à fortiori que o,or. 

De plus, en négligeant de diviser le dernier reste par 
le dernier diviseur, c'est-à-dire en négligeant les chif- 
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fres du quotient qui suivent les cenliémes, on commet 
une erreur en moins inférieure à 0,01. 

Les deux erreurs, l'une en plus, l'autre en moins, se 
compensent en partie, et comme chacune d'elles est 
inférieure à o,or, l'erreur totale est moindre que о,о: 
en plus ou en moins. 

Pour que l'erreur totale produite par les altérations 
successives du diviseur 648,2717954 ne dépasse pas 
0,01, il suffit que le nombre de chiffres du quotient (nom- 
bre qui dépend du dividende) demandé ne surpasse pas le 
nombre 64 formé par l'ensemble des deux premiers chij- 
fres du diviseur. On le montre sans difliculté. Divers 
. artifices immédiats permettent de faire rentrer tous les 
cas dans la règle. 

'TABLES. = Nous citerons seulement les tables très 
remarquables de E. CousiwEny *. 


CALCUL ABRÉGÉ DES RACINES CARRÉES 


RèGre. — Pour calculer la racine carrée de 2 à 10 5 
pres, on calcule рат le procédé ordinaire \/ 2 à 10-* prés, 
ce qui donne 

2 t, 41 ha 
10,0 2828 
40.0 
11 00.0 
60 40.0 
3 83 6 | 
On divise ensuite le dernier reste 3836, mulliplié par 
104, par 14142 X 2; on obtient 
48 360 | 28 284 
10 076 1 356 
1 203 
153 


* E, CovsisEnY 
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el l'on a, à ío P pres, 
va 1.414 213 56. 
La généralisation de cette règle est immédiate et 
s'éclaire par ce qui suil. 


CALCUL ABRÉGÉ DES RACINES QUELCONQUES ' 


ҢЁЕсьЕ. — Si a est une valeur approchée connue de 
VN, le nombre qui ajouté à a donne une meilleure 
approximation de VN , est fourni par le quotient de la 
division de N — ар par pàP-!, de sorte que si a est une 
premiere approximation de VN 9 

N aP 
par ! 


en est une seconde, 


TABLES NUMÉRIQUES. — LOGARITHMES 


Nous avons cité les tables numériques les plus 
usuelles. On trouvera une description tres complète du 
sujet dans l'Encyclopédie des sciences mathémati- 
ques, tome I, vol. 4, fasc. » (édition francaise). Nous 
renvoyons à cel ouvrage pour ce qui concerne les 
tables de logarithmes ct leur emploi; les nolions 
usuelles touchant les logarithmes sont exposées dans 
lous les ouvrages d'algébre élémentaire, dans la plu- 
part des traités d'arithmetique el dans les introductions 
des tables de logarithmes ; nous nous abstenons en 
conséquence de traiter ce sujet. 


* Encyclopédie des sciences mathématiques, p. 283. 
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Approximations numériques. 


1. — CLASSIFICATION DES ERREURS; OBJET ET 
DIVISION DU PROBLÈME DES APPROXIMATIONS 
NUMÉRIQUES; FORMULE GÉNÉRALE DES ER- 
REURS. 


Classification des erreurs du résultat d'une 
formule numérique. 


Classification. — Dans toule observation on ren- 
contre des Erreurs instrumentales dont l'étude reléve 
du Calcul des probabilités, et des Erreurs volontaires de 
calcu! provenant de simplificalions qu'on fait dans les 
calculs. Ce sont ces derniéres erreurs que nous allons 
étudier. 

Position du probleme. — Soit 

N= fia, b, c) 

une formule; au lieu de faire les calculs sur a,b,c, on 
les fait sur des nombres approchés a”, b',c', soit qu'on 
connaisse a,b,c, mais que pour simplifier on remplace 
a,b,c para’, b', c', soit qu'on ne connaisse pas a,b,c et 
qu'on en connaisse seulement des valeurs approchées 
a',b',c'; les problèmes généraux qui se posent sont: 

I. Sachant que a', р", с’ représentent a, b, c à tant prés 
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œ 


a. 
10 100 


54 1 : A s 
(з i ` te... ), calculer l'erreur commise sur N. 
en introduisant dans les calculs a”, bi. c' au lieu dea,b,c. 


Il. Quelles erreurs peul-on se permettre sur a,b,c quand 
41 1 ; 
on veut calculer N à tant près (i — à — ес...) 
10 ` 100 


Il n'y a pas lieu de se préoccuper du premier pro- 
blème quand a,b,c sont connus, ou peuvent être expri- 
més, avec une approximation aussi grande qu'on veut, 
par exemple, quand a = т, elc... 


Formule fondamentale. 


Soit une formule fæ) et soil 


(1) N= Aa); 
donnons à a la valeur a” = a + da et posons 
(2) df = fia + da) — fa) ; 


on sait que ( formule des accroissements finis) 
dj=da х f(a+9.da); | 0<9<1; 
on pourra donc écrire 
df < da x f' (a + da), 

(3) df < da x f'(a’). 

Revenons à (1) et, dans cette formule, metlons 
а' = а + da au lieu de а; l'erreur commise sur le 
calcul de N sera (2) df; on voit (3) que cette erreur sera 


moindre que 
da x f'(a). 


ou a' est la valeur approchée de a qu'on introduit 
dans les calculs. 
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Semblablement, soit une formule f(x, y) et soit 
(4) N = Jia, b) 


oü l'on va remplacer a par а' = a + da, b par 
b' =b + db; l'erreur commise, df, a pour expression 
dj = f (а + da, b + db) fa, b) 
Sch a + da, b + db) — f(a,b + dh) 
+ Ja, b + db) — fia, b) 
= daf'a(a + 0 da,b + db) + dbf'y (a.b + 6, db); 
oe 0,0 «1; 

et l'on a 

df < da. Tata, b^) + db. f'y (a, b^). 


Comme les valeurs substituées à a,b dans les deux 
termes du second nombre peuvent différer, on écrit, 
plus généralement, 


df < da. f'a (a, b’) + db. f'y (a^, b"), 


a', b’, a". b" étant les valeurs approchées de а,Ь, qu'on 
introduit dans les formules. 
Semblablement encore, une formule f(œ,y,z), où 
l'on pose 
N = Dobei 
donne licu à une erreur 
df = fia + da, b + db, c + de) — Dobei 
= Det + da, b+ db, c + de) — fia, b + db,c + de) 
+ Ла, + db, c + de) — fla. b, c + de) 
ab fia, b, c + de) - fia, b.c) 
da. f'a (a + 0. da, b + db, c + de) + db. fy (a,b + 
D. db,e + de) + de. f'e (a, b, e + 04. de) 
< da. f'a (a',b'.c') + db. ра", b” c") 4 
de. f'e(a", b^, е"), 


et ainsi de suite pour 4, 5, .... variables. 
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PREMIER PROBLÈME 


Énoncons ce problème comme il suit (en prenant 
2 variables pour fixer les idées) : 
On veut calculer 
N= fa, b); 


on introduit dans les calculs des valeurs approchées 
a Dn, de a,b, au lieu de a,b; quelle est la limite supé- 
rieure de l'erreur commise sur N? 
On sait que cette erreur esl moindre que 
df = da S'a (a',b ') n db Cu a", b"), 


où a’, Б’, a”, b”, sont les valeurs exirémes de a, b; 
en forçant autant que possible le second membre, on 
aura une limite supérieure de l'erreur commise df; 
cela est facile, on va le voir sur un exemple. On notera, 
et cela est d'une importance capitale, qu'on doil rendre 
positifs tous les termes du second membre, car si quel- 
qu'un d'entre eux élait négalif, la théorie pourrait être 
en défaut; au fond ce calcul est un calcul d'inégalités ; 
or, on peut ajouler deux inégalités de même sens, on 
ne peut les retrancher; cetle remarque est d'un usage 
constant dans toute cette théorie des erreurs. 


ExrwPLE: Dans la formule numérique 


(0.1177 + т, 


к rz 
V 2/3 +V 
les nombres 0,117 el 1,43, oblenus par mesures direcles 


N = » (к= 9,14109.:::) 


(sur le terrain par exemple), sont connus le premier à 
1/1000. prés, le second à 1/100 pres; on demande une 
limite supérieure de l'erreur qui peut affecter N ? 
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Écrivons 
x + b)? 
N = AE = fta, b) 
Va V3 + V5 
on a 
a (dz + b) 3 alaz + b) 


+ äs =T 2 
WALE V3+5 Vav3+5 


avec 
0,116 < a< 0,118, 1,43< b < 1,44, 
da < 0,001, db < 0,01; 
donc à 
u 27(0,1187 + 1,44) A s(0,118r + 1,44 
Jaco", KU < ORC 


Va v3 < 5 JA V3 4-9 
On a ensuite 
df = da. f'a 4 db. f = 
donc, en forçant da, f'a, db, fo, 


i an(0,115%-+ 1,44) ï 2(0.1187 +) 
p= Aë — —— — ———3À Y sc 
1000 = 100 ELO 
V2V345 Vay3 +5 


(Sile signe placé devant E était —, on le remplace- 
rait par -+, comme il a été dit ci-dessus.) 

Il faut maintenant calculer rapidement — sans quoi 
le probléme posé serait vain — une limile supérieure 
du second membre ; on y parviendra en le majorant, 
ce qui se fera en diminuant les dénominateurs et en 
augmentant les numérateurs (il est inutile d'insister ici 
sur ce côté trés élémentaire de la question); on va, à 
cet effet, remplacer т par 4, (on pourrait remplacer т 
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par 3,2 ou 3,16, ete...), remplacer aussi v3 par 1, V; 
par 2 el on Lrouvera 


5(0,472 1.44 i : 1.912 r 
dfc OI D nę ROSI LG EL 
2 1000 2 100 


< 0,028 
et en arrondissant, 
< 0,03; 


si ce chiffre 0,03 ćlait trop fort pour l'objet proposé, on 
remplacerait 7, V3, elc..., par des limites plus rappro- 
chées que celles que nous avons prises. 


SECOND PROBLEME 


On veut calculer N, à une approximation donnée, 
N = f(a,b), 
en se servant de valeurs approchées de a,b ; on demande 
quelles erreurs on peut se permeltre sur a, b ? 


On va donner deux exemples numériques, qui mon- 
treront à l'évidence la marche à suivre. 


I. — Soit à calculer à 0,004795 près. 


N = A. А = 3.5684 ; x = 3,14159.... 


А',т', étant des valeurs approchées de А, п, et dA, 
dm les erreurs commises sur А, л. Conformément à ce 
qui a été dit (changement des signes — en signes +), 
on aura 
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dN< L, dA Nas 


sj 


et on va s'arranger de manière que 


(1) 2 dA < 0,00475, 2 dx < 9,00475 
R 2 = z 


(S'il y avait 3,4, lermes du lieu de 2, on s'arrange- 
rait de manière que chacun füt inférieur à 
0,004709 — 0,00475 
C -— 9 — , ete.. М 
3 4 
les inégalités (1) seront vérifiées si l'on fait en sorte que 
0,00475 _ , 
dA < EU x”, dx < + —; 
3 ` 2 A 
on sera certain qu'il en est ainsi si on diminue les 
seconds membres, si l'on écrit 


0,00475 


,0,00475 , m. 


0,004792 |. 9 
- " X. LA 


dA < X8,. GRE 


AT x 
ou 
dA < 0,007125, dr < 0,000343 
ou, à fortiori, 
dA < 0,007. dr < 0,005, 
ce qui conduit à prendre 
А == 3,57 (erreur 0,0016 < 0,007) 
x — 3,14 (erreur o,0015 < 0,005); 
on aura donc l'approximalion demandée (0,00475) en 
faisant la division 
3.57 
271 ^ 
on calculera 3 décimales exactes, ce qui donnera 
N= 14134 


ï : C 
A gą près donc, à fortiori, à 0,00475 pres. 
000. 
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Comme on le voit, et comme cela va encore s'affirmer, 
on remplace le problème proposé par des problèmes 
équivalents, mais plus simples, p.e. on calcule à 0,001 
près au lieu de 0,00475 près comme on le demandait. 


Il. — Soit à calculer à 0,035 ip 


=з — z = 
/45 x 50.213642 40/ 
N = NE == n Ce ; 


- / 


en simplifiant autant que possible les nombres m et 
50,213642, on a 
45 1 ER PASA 1 


N'a => 


45 (HE 
dur SIA X = S< =de r Ba 
- 45A 45A 
On fera en sorte que 
h А ŚR DE 7^ 
dax — =< ДУ че у. Ii 


— 
А 


= 


0,030 X x = E 0,035 х п? \ 
NA SDE wiy ЗАБ 
ПЕ 45A 

35 T (GA 
dg УВА „me à 
45 Vx ДА V z 


0,035 x = VADA 


et on écrira, en va ete Duden 


0,035 x 3 x \/45 . 50 0,035 x 3* x V45.50 
dA - „9.086x3xy/45.50 dB < S Pw 
45 V 4 45.51 x VA 
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dA < 0,035 x 3 x V 2295 dB < 0,035 X g X V 2295 
go go 

0,035 x 3 X 48 dB < 0,035 X 9 X AB 
90 90 


dA < 0,056 dB < 0,168 


dA < 


il suffit donc de prendre А avec une erreur moindre 
que, 0,056 et B (c'esl-à-dire +) avec une erreur moindre 
que 0,168, ce qui conduit à écrire 

А = 50,2 (erreur 0.018642 — 0,056) 

В = = = 3. (erreur 0.14159... < 0,168), 
puis 


(Ee 
Ey = = š V/150,6 : 


si l'on commet une erreur de o,1 sur la racine, cette 
erreur sera divisée par 3, donc sera en définitive de 
0,033... < 0,035; donc il suflit de calculer la racine à 
о.т près, puis les deux premières décimales du quotient 
par 3, pour connailre Л à 0,035 près. 

Si le calcul de la racine portait sur un ensemble com- 
pliqué, on pourrait reprendre la théorie (voir ex. 1). 


NoTE. — Cet exposé est suffisant dans la pratique. Si 
pour certains cas spéciaux il y avait lieu de l'appro- 
fondir, on se reporterait à l'ouvrage bien connu de 
M. E. Guyou* 


* E. Соуос. 
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CHAPITRE IH 


Calcul des racines des équations 
algébriques numériques, 


RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ 


П nous parait que cette question, traitée dans tous 
les ouvrages d'algébre, doit céder ici le pas aux équa- 
lions de degrés supéricurs. 

Rappelons simplement les formules concernant les 
systèmes à 2 et 3 inconnues. 


I. — Systémes à deux inconnues 
| ax + by = 
I 1 2 + b'v = Ç = 
É h | la c | 
, , | , 
le b LE - 
m= y = жЕ 
| a b | la b 
la' b” |а' b 
П. — Systèmes à trois inconnues 


a'e + b'y + e'z= d' 


| ax + by + cz =d 


ат + by + d'z = De 


www.rcin.org.pl 


CALCUL DES RACINES DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 21 


dób c |a d c a b d 

d' b'c а dei a' b' d' 

| b” e” | C Œ rg a b” d | 
p = - == ‚ = 

Q MA „PY. | |a b c a A e 

а b' ei арс’ a'b c” 

a b c | a” b" ç ba b” c” 


La loi de formalion des valeurs de œ, у, z est évidente. 
Elle s'applique aux systèmes à 4,5, n, inconnues. 


RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ 


Indépendamment de la formule bien connue résol- 
vant les équations du second degré, la méthode des 
subslitutions successives inlervienl parfois trés utile- 
ment. 

L'exposé de la question est renvoyé à la page 68. 


RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION DU TROISIEME 
DEGRÉ 


L'équation du 3* degré, sous forme réduile, 

(1) а + pe + q = o 
a une ou Irois racines réelles (on suppose p et q réels); 
trois racines sonl réelles si 4p? + 27q? < o (ce qui en- 
traine p< о); une seule racine est réelle si Ap -- 2702 >o. 

On ramène l'équation complèle 


(2) w + ax + bm + czo 


à léquation réduile (1) en posant x =y— 3 (voir 
application, infra). š 
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Cas de trois racines réelles. On sait que 


cos 30 = 4 cas" 6 = 3 cos 0; 


a x 
d'ou, posant 0 = 


3 
í k až 4 x 
cosa = cos'z =Â 3 coas = 
3 3 
z 3 x 1 
(3) cos* — > cos = = y CÒS œ = o, 
3 ^ 3 d 


Si cos œ est donné, si x, est un arc admettant ce cosi- 
nus, on évaluera les valeurs numériques des trois 
racines de l'équation précédente en calculant au moyen 
de tables trigonométriques les trois quantités 


^ 


7 
` DU 


Xg 27 L^ =. d 
COS z, COS Us + = |. COS ( e zf — 
3 


3 3 


|: 


La trigonométrie nous enseigne, en elfet, que ce sont 


les trois racines de (3). 


Nous allons ramener l'équalion générale (1) à l'équa- 


lion parliculiére (3). 


SE z 
Ecrivons ï =F COS z; 
(1) devient 
1 [/ 
cos? = + R cas 4 E о; 
* Ё 4 
р A 
posons p = + V Sch (dans le cas présent, p - 
aurons 
x e x 34 
С05 mm => COS Z =m — 0: 
jx S 


9р \ 3 
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posons encore 


COS x = =. НЕЕ 
p =! 
Hu" 


+ 
(il faut que cos*a < ï ou — a < 1, ou 2702 < — p, 


puisque p < o, ou 4p? + 27q* < o, ce qui est vérifié, 
puisque les trois racines sont supposées réelles, supra) 
il viendra 


сов? 2 — emm E — * cos  — 0 
3 ń j л 
ce qui est bien l'équation (1). 


Application. Soit à résoudre l'équation. 


(4) а + xœ — 40 + 1 = o. 
Posons 
1 
T= — y 3 ` 
il vient 
13 65 
-- = — — => 0: 
(5) Y 3 27 , 
posons 
x 
y => cos 3 - 
il vient 
e cos! З cos z I es 0 
" : LS: Sir 37 
ou, 
cos? 13 cos 5 бо a 
rende. osa — = 0. 
3 3.7 3 7 ë 
Ecrivons 
13 3 65 Fj 
= = = = со 
SE "A app à 
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4 = 5 
d'ou = 3 V 13, Cosa = — 
: 2 V 15 
on aura 
log cos a = 1 „8409685, z = 46967 '7* 
z = » z 27. we » 
z = 15°22 19" б, š + т == 135222256, 


R 


: An E (amp 
"DOR == 300922 3 0 


De: 


log cos з —0,3660685, log cos (5 A 3 ) = 02341685, 


As = 
log соз (5 ue Y ke 1 „7843249 


et, passant des logarithmes aux nombres, 
у, = 2,32305, Ja = — 1.714623, y, = — 0,608590 
qui sont les racines de l'équation (3). 
Les racines de l'éqution proposée (4) seront 
ï 


E = 033333 = — 2,65636 
La = — Yo — A= 1,381290 
x, = — ys - š = 0,279297. 


Idée de l'erreur commise. La somme x, + £: + 203 
doit être égale à — 1; ог, la somme effective est 
-- 0,999813 ; on peut admettre que les trois valeurs 
trouvées sont également approchées; l'erreur commise 


; d a 
sur leur somme étant moindre que ТУТУ l'erreur sur 


chaque est donc moindre que » et encore en sup- 


2 
30000 
posant les erreurs toutes trois de même sens ; on a donc, 
toutes les décimales écrites étant exactes, 


Ty =— 2,6503, %,=/1,3812, © = 0,2752: 
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Cas d'une seule racine réelle (Лу? + 274" > 0). 
Оп pose 
(6) == y. +, 
d'où 
(T) у + m + 3yz (y + 2) + p(y + 2)+q=o; 
posons encore 
(8) 3yz + p= o, 
ce qui ramène l'équation (7) à la forme 
(9) y-2-Bq—o; 


(8,9) donneront у et z et (6) donnera x. 


Effecluons les calculs. (8) donne 


= zl 


partant dans l'équation (9): 


a 
Y + qy — (5) o 


= te V (ej 


ces deux valeurs de у? sont réelles, puisque 


e zent: 


nous les calculerons (par logarithmes); 


d'ou 


soit 
a 4 4 p 
y= \ ET vy TO 
Soit a ` 
„=\/-1-М +(@ 
CALCUL NUMÈRIQUE, z 
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et (8) nous donnera 


т 
- 


1 = — =r a= — 


puis (6) donnera, en définilive, pour la seule racine 
réelle 

Vi =i + 2, = Ys + Za 
c'est-à-dire 


E und p = q 3 p 3. 
a=- 07-8-0909 

NOTE. — Cette formule porte le nom de Cardan. Elle 
est valable pour tous les cas, mais elle présente cette 
difficulté qu'elle introduit des imaginaires apparentes 
quand l'équation a deux racines réelles. 

Expression trigonométrique de la racine, si 

A p* + 274° o. 


A. Cas où p négalif. 


2 
Ona i >- E 
A 27 
et on peut poser 
3 1 
Est sin 
37 
on aura al>rs 
3 a 2 
E T = T COST» 
' 
et 
q [e4 
yy=— Z + 4/— + + => q sin? = 
- a V 27 h 1 
a 2 
yi=- 1 VE + 1 = — q cos? = 
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Remplaçant q par sa valeur 


^U m 


sina Vo 57 


pk 
NAE SAME SO WASA SS 
SCC MS А CONS: = 


Soit maintenant ф un angle auxiliaire déterminé par 


y, = —5 -E Vang * 


l'équation ` 
w 
lang ç = VO CS 
2 
on aura 
! — — 
d p ` А E / р ` 
n= EA lang s, ys = V 3 colg ç, 
ct, par suite, 
/ р 
= у, t AEN 3 (lang ç + colg $) 
zma = 
- pzp oséc 2 
= - = 2 — 5 COSÈC 29, 
=y am 20 \ 3 H 


expression calculable par logarithmes. 
On calculera d'abord 


A 2 
SIN œ = - | =>=> 
q N 27 
puis 


| et en dernier lieu 


x. = 7 \ - z Coséc 29. 
A ° 
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Note. — Disons seulement ici, pour mémoire, que 
les deux autres racines (imaginaires) ont pour expres- 
sions 


= y- g coséc 29 + i V — p cotg as. 


ExEMPLY : 
a? — 10,871385 œ + 18,01032 = o. 
Ici, 


p = — 10,871385, q = + 18,0103а 
p 


ES: 
log (= z) == 1,6774908. log V = = = 0,8387454 
1 


log sin œ = 1,8842540 


= Co " 
w= 00" == ob 
2 


d'ou 
log tang? ç = log tang š = 1,6686725, 


et on trouve 


il en résulte | = 


у 
102 V — A = 0,2799818, log V — p = 0,5181424 
log colg 39 = 1.4100229 

log (— x) = 0,5945059 
x = — 8,991026 
les deux autres racines sont 
1,960513 = 0,8475501, I. 
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B. Cas oü p positif. 
E 
VE == tang w ; 
il vient alors 


Ba TESS q sin? 7 VET q cos © 
sw ` MEZ COS w 


ou, remplacant q par 


On posera 


Posant, comme plus haut, 


lang ç = \/ tang Sy 


2 
il vient 
y = V: lang, уз = — vi colg 4, 
X — Yi + Ye = – 4/5 Р cotg 29. 


Les racines imaginaires ont pour expression 
) s F A 
а = 2 v cotg ag E i Vp cosóc 25 * 


* BENTRAND. 
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зо OPÉRATIONS ALGÉBRIQUES 


Pour une élude rapide d'une équation donnée du 
3* degré, on pourra se servir des principes généraux qui 
suivent. 


ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES DE DEGRÉ SUPÉRIEUR 
AU TROISIEME 


[l existe des formules résolvant les équations du 
4? degré: elles sont inutilisables. Il n'existe pas de 
formules résolvant les équations de degré supérieur au 
л"е. Nous allons donner des méthodes permettant de 
résoudre, par approximations successives, toutes les 
équations numériques. 

Les méthodes graphiques peuvent étre d'un grand 
secours dans l'étude du probléme qui se pose ici ; mais 
nous n'avons pas à les exposer*; nous les passerons 
syslématiquement sous silence. 


CALCUL DES RACINES 
DES EQUATIONS ALGEBRIQUES DE DEGRÉS 
QUELCONQUES 


Theoreme fondamental: Toule équalion algébrique 
de degré m, 


Jae) Agr + Amir, + Am = Œ + Am = o 
a m racines réelles ou imaginaires (D ALEMBERT). 


* Elles se trouvent exposées dans un autre volume de l'Encyclo- 
pédie : M. n'OcacsE. 
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Les théories conduisant à la résolution des équations 
numériques ne supposent pas essentiellement que celles- 
ci aient été débarrassées de leurs racines multiples. 
Mais on simplifie beaucoup le problème en effectuant 
les calculs qui mettent ces racines en évidence. 

Si une équation f(x) = o admet plusieurs racines 
doubles ay, ds, аз, fx) et sa dérivée Tri admettent le 
facteur commun (£— a) (ж — ay) © — ag) el ce facteur 
зга lep.g. c.d. entre fix), f (2); si а,, аз, аз sont racines 
triples, (z — a)? (а — aa)? (œ — а)? est facteur commun 
a Ла), S'(œ) et ce sera le p. g. c. d. de f{x), (f'œ) ; (2— a) 
(а dy) (X= аз) sera facteur commun à f'(x), f(x); si 
di, Qa. sont racines doubles et si dą, a, sont racines tri- 
ples. f(x), f'(æ) ont (a — a4) (œ — a) (© — ay): (œ =Â a4)* 
pour p. g. c, d. et f(x), f'(x) ont (ж — aa) (w — as) pour 
D: Z: c. d., etc... 


I. — DETERMINATION INDIVIDUELLE 
DES RACINES DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 


PREMIER PROBLEME 


CALCUL pu NOMBRE DES RACINES RÉELLES 


A. — Solution complète du Probléme. 


Suites de Sturm. Une suite de m + 1 fonctions 
continues 


(1) f(e), SEN Јас), -.. fnac) 


est dénommée suite de Sturm pour l'intervalle A com- 
pris entre deux nombres réels a, b (a < b) si elle pos- 
séde les propriétés que voici : 

I. a, b ne sont pas racines de f(x), 
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II. Deux fonctions consécutives fi(œ), i-i (œ) ne 
s'annulent jamais ensemble pour aucune valeur de œ 
de l'intervalle A, P 

ПІ, fm(x) conserve un signe constant quand x varie 
dans lintervalle 4 (p. e. ne s'annule pas dans cet 
intervalle), 

IV. Quand une fonction intermédiaire f;(œ) s'annule 
pour une valeur de l'intervalle, les fonctions voisines 
Íj=1 (œ), fi 1 (œ) sont, pour cette méme valeur de œ, de 
signes contraires, 

V. Lorsque f(x) s'annule pour une valeur de l'inter- 
valle, f(x) et f(x) ont le méme signe pour cette 
valeur de la variable. 


Variations. Donnons à x une valeur n'annulant 
aucune des fonctions de la suite (1); chacune de ces 
fonctions prendra un signe bien défini, + ou —. Écri- 
vons ces signes les uns à la suite des autres, par 
exemple : 

(2) e cuc dP dr de 
et parcourons la suite (2) de gauche à droite; nous 
compterons (par définition) une variation chaque fois 
que nous changerons de signe ; dans la suite (2), il y a 
4 variations. 


Théoréme de Sturm *. — Le nombre des racines de 
'équalion f(x) = o comprises entre a, b (sous les condi- 
lions précédemment énoncées) est égal à l'excès du 
nombre de variations que présente la suite (1) pour 
x = а sur le nombre de variations qu'elle présente pour 
У == x 


* Cf. Avant-propos. 
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Nore I. Si a annule f(x), on cherche le signe de 
Jia + s). e trés petit; si b annule f(x), on cherche le 
signe de (b — ғ). 

Nore II. Si f(x) n'a pas été débarrassé de ses racines 
multiples, chacune de celles-ci entre pour une unité 
seulement dans le décompte. 

Formation des suites de Sturm. 

ll arrive qu'on connait à priori une des suites de 
Sturm correspondant à une équation donnée. 

ExEMPLE Ï : Fonctions sphériques. 

Ces fonctions P,(x), P.(x), Park, Datz), ... sont 
définies comme suit : 

(3) P.(z) 1, P (z) = x, 

(4) nPy(c) — (ап — 1)cP, , (2)--(n—1)P,.. (а) —0, 

nee A x 

On démontre que 

(5) (1 —?)Р„ (z) + nz Pax) — nP, (а) = o 
et il résulte des relations (3, 4,5) que la suite 

Palæ), Py (а). .... Py), Р, 
est une suite de Sturm *. 


ЁхЕмрг® ЇЇ: Equation séculaire. 


Soit posé 
laji— 20 aj a... а" 
ï. „A a n| 
| G; dz— T QQ ... Aq 
JE - ue АЛ 
EE e d iis (ai = aj). 


UAG; 
| ai аһ ап... dg — X 


On démontre que la suite 
La), — Lait), Ln -s(2), „ii, (= 177! (ж), (— 1)", 
est une suite de Sturm *. 


* WEBER, chapitre VIII et n. M. n, 1. 
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ExewPLE III: Séparation des racines des équalions 
trinômes 


y = az" + bar? + c 
y = паж") + pbær=1 
y —n(n— i)a: + p(p — Ohh, 


Les racines de y' sont faciles à déterminer ; nous 
pouvons avoir la racine o, et une ou deux aulres raci- 
nes; six cas: 


17 о + La 

29 — Q, o 

An — o Tą 

л" + Tą = 
59 = x, 

6 - zx, To. 

Cas ^r; si Y(Ts) Ху (Xe) = 


(алу + bat + e) [n(n = art + pip — 1)bat7*] > o, 


y GE A a 


est une suite de Sturm, dans les intervalles oü y” ne 
s'annule pas. 


Si y (te) X Y (rz) < o, 


уу: =Y 


est une suite de Sturm, dans les intervalles oü y” ne 
s'annule pas. 

Le cas 5 sa traile tout semblablement. 

Cas m: 

De — œ à — e, у’ ne s'annule pas; donc, dans cet 
intervalle 


ADA 


est unc suite de Sturm. 
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De + € à + œ, у’ s'annule pour z = 22. 
Si Mal X Y (Xa) > о, 
Ya 
est une suite de Sturm pour ғ < ш <” co, dans les 


intervalles oü y” ne s'annule pas ; 


3 
si уа) X y (X) < o, 
уг ү 
езі une suite de Sturm. 
Le cas (2) se traite semblablement. 
Cas 6. Soit x = o et compris entre — x, et 2. 
Dans l'intervalle — оо. 4, 
Уууу 
sera ипе suite de Sturm si 
y(— z)y'(— x) <o 
et У.У: — Y 
sera une suite de Sturm si 
y(— i$) X Y( =x) < о; 
dans l'intervalle x, + eo, 
УУУ, Y 
seront l'un ou l'autre suile de Sturm selon que 
y(x) X y’(&) sera positif ou négatif. Les intervalles 
définis par les racines de y” devront entrer en ligne 
de compte. 


Cas 3. Ce cas se traite semblablement au précédent 
en envisageant les inlervalles 


au lieu de 
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Ordinairement, on ne connait pas, à priori, de suites 
de Sturm ; il faut former de telles suites. 


a) Procédé de Sturm. On prend /'(ж) pour fix) et 
on divise fix) par f'(x); soit flx) = (a œ + Toi 
— f) [ой on met en évidence le signe — écrit, chan- 
geant s'il est nécessaire les signes de Liz: soit ensuite 
(en mettant toujours en évidence les signes — écrits) 
f(x) = (y œ + Vl) — fr) fe) = (s œ + nf) 

- KAJA) = (0 œ + ia = Bei, eee fair) 
= (gë + fn) — fx (Ja est un nombre); fu étant un 
nombre, la condition III est vérifiée; si id 
s'annulaient pour x = с, il en serait de méme de 
(dD), (= Je) = felt) — (s œ nhl), puis de fsla), 

e Le... el de fn, ce qui ne se peut puisque best un nombre; 
donc condition II vérifiée, Si (eo) = о, falc) = - file). 
(condition IV). Enfin la condition V est évidemment 
vérifiée ; 

Јас), Г (ас), J (a), fn) fn 
est donc une suite de Sturm. 

On notera que l'on peut multiplier les polynómes 
fitæ) par des nombres positifs (mais non négatifs) quel- 
conques : cela peut simplifier trés utilement leur for- 
mation en abrégeant les divisions souvent pénibles 
qu'on est conduit à effectuer. 


ExEMPLE 1: 
Sx) = at — Да? + За? + от —3=о 
ler, 


Jr) = за? —6а# + 32 + ï 
f(x) = За? — 6x +5 
fe) = = — 1 


fi=-2 
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alat — 8а2 + Ga - 4d — 6) == (а — rar — 633-- 34- 1) 
— (312 — 6X + 5) 

KIC Gr + 3 + 1) = (ат — aX3z* — ôr + 5) 
= 13(z — 1)3x* — 6z + 5 = (3% — 3) — 1) — (— à): 


ЕХЕМРЬЕ П *; 
Jaz) = E 05—00 +m 20 + 


Ici, 

Nic) = 6x* + 5x*— 4a? — än + ax ï 

Jam) = 1124 + 1429? — 33z* + Зі — 37 

J (m) = — 10502 + 1683x2 — 17310 + 597 

Jie) = — 102000432? — 37927049 + 58788113 

Ме) — 297 127974899 3533 œ = 34125179941900350020 


Se < 154 x toi, 


Cas particuliers, En faisant а = e ou o, b 
= 0 ou + œ, on calculera le nombre des racines 
réelles, des racines négatives, des racines positives; 
chaque racine multiple, s'il en existe, comptant pour 
une seule. 

On notera encore que si fj(x),( j < m) ne change pas 
de signe dans l'intervalle <, B (f(x) = о a toutes ses 
racines imaginaires par exemple) on peut se dispenser 
de calculer E Dis fm (voir l'énoncé du théo- 
rème); on prendra comme suite f(x), f,(z), ..., (2). 
Cette remarque a une importance pratique considérable. 


b) On peut simplifier trés utilement l'application du 
théorème de Sturm en procédant comme il va étre indi- 
qué **. 


* Mr. 
TURN By 3: 
CALCUL NUMÉRIQUE. 3 
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Reprenons l'équation 
Ла) = zt + a —а# — a + aż — x + 1= o. 
On a 
Ја) = баз + бой — Am — Am +20 — 1. 
Posons 
Par) = fa) + (À œ + gY (n) — (62-4 1)2*29- (5 А-6 ә 
+ rja — (0 А9 рт) —(3 à + Ag + 
+ (24 —38g+ 1) — (A A EU —(— 1); 
si l'on dispose de A et ç de manière a annuler les coeffi- 
cients de x% et x5, on agit comme si l'on cherchait le 
p. g. c. d. entre f(x) et f'(x), mode de calcul auquel on 
va substituer le suivant. 
Dans le cas présent 
Flo) = — (p — r), Ё1)=5)-+ 5: + a. 
F- 1)= 3 à - 3р + 3 
et on peut prendre 2, p de manière à annuler deux des 
„expressions 
F;(o), Fa(1), F(— 1); 
le plus simple ici est d'annuler F,(— т), F,(o), ce qui 
donne p = t, À = o, et 
F (zx) = fix) + f" (a) = a + na! + ба 
— 242 — 32 41), 
d'ou ; ` 
fa) + Га) — œ(x + f(x) = о, 
en posant 
Ла) = a* + ба? — 22* — 30 + 1. 
Posons maintenant 
Fa) = f(x) + (y. œ + nale) = (p. + Get + (6 p: 
+ т + Det = (au — 6 w Ai = (3 u 
+ un + Sat + (u 345 AR + ry — 1; 
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Fí0)— r — 1. Ёл) = Au + 34 + 5. 
Fi— 1)=3 p — 37 A 
et le plus simple est d'annuler encore Fto), Fy(=Â 1), 
ce qui donne q = r, u= 2 et 
F,(zy= f'(a:) + (ac + 1)fa( ©) = ace + 1) 8.3 
+ 102*= 32% + 1); 
posant 
J (az) = ба? + тоа? — 122 + 1, 
on aura 
J'a) + (эг + 1f e) — w(œ + 1 fe) =o; 
(on aurait pu prendre т = 1, p = 1, ce qui aurait 
conduit à 
/'(а) + (ax + fe) — mtfi(z) = o, 
ауес A 
Ља) = 7а + 1234 — 8, 
résultat un peu plus simple). 
Écrivant ensuite 
(1) = fie) + (02 + 5)fy(0) — (8 0 + 1)х* 
+ (10 0 +85 + Okt — (та 6 — 10 š + a)" 
--(0— 128 —3yr--9-- 1 
et annulant F,(o), F,(— 1), il viendra ô = — 1. 0 == — = 
et, chassant le dénominateur 5, 
5fa(se) — (ба + 5)f(z) + aae + 1) fax) = o, 
avec 
Jr) = 13а? + 270 — 39 
posons encore 
| Fifa) = — (z) + (x œ + B Mile) =(43 œ — 8)x? + (27 « 
-+ 43 5— 106)X'-Â 39 z — 27 B + та) — (39 —1) 
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et aunulant 

- 1 ч. 313 159 

F;(1), F,|— 1), il viendra z = B = — —: chassant 


713 713 
le dénominateur 713, on pourra écrire 


— 713 (2) + (3130 — 15а) (а) — 5 = 11/4) — o, 
Mir) = 15512 — 1043; 


posons en dernier lieu 


Fa) — — fix) + (7 œ wh = (1991 x — 43)2* 
— 1043 x — 1551 w + 37) — (1043 o — 39) 


et déterminons т, w par les conditions (comme si on 
cherchait le p. g. c. d. de — (ж), fs()) : 


1043 w — 39 =o, 1043 z — 1551 w + 27 — 0; 


il viendra 


Pd 3363221 
= ee 
Ainsi, élant donné une équation de degré m 
Jic) — o, 
on pose 


Fr) == Да) + (x æ + 8) fie) 

et on détermine a, 8, soit de manière à annuler les termes 
de degrés m, m — 1 de F,(x), (méthode du p. g. c. d.), 
soit de manière à annuler le terme de degré m de F(x) 
et à mettre en évidence un facteur du premier degré 
px + q de F;(x), soit de manière à mettre en évidence 
deux facteurs du premier degré, hx + k, lx + m, de F,(x), 
en prenant garde que x, B soient des nombres aussi sim- 
ples que possible. 


CALCUL DES RACINES DES ÉQUATIONS ALGEBKIQUES ДЕ 

Dans le premier cas. 

Jux) — F,(z), f(x) + (a œ + B) fa) — Jy) = о; 
dans le second, 


le N TI) 
Ja) = EE. AM + (a x gi 


— (px + qs) = о; 


dans le troisième, 


Jem) = 


Face) + Ја) (x a+ 8 '(œ) 


(ha + kle + m) 
— (hase kle + m) 0) = о, 
et, dans les trois cas, f,(x) est de degré m -- 2. 
On pose ensuite 

Fix) = f'( 4 (y ж + Butz) 
et on détermine f(x) comme on a déterminé f,(x). de 
manière à ce que ce nouveau polynôme soit de degré 
m -- 3, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à un 
polynôme fm de degré zéro. 

Théorème. La suite. 

fa). fe), E fale), SEJ AE), <. Ја). = fm 
est une suite de Sturm, pourvu que les signes soient 
convenablement choisis. 

Bornons-nous à vérifier qu'il en est ainsi sur l'exemple 
choisi, car on passera immédiatement de là à une équa- 
tion algébrique quelconque. 

On a ici 

Де) + /'(ж)— аж + fr) = о, 
Ge) + (ax + Y fae) — aar + 1 Male) =o, 
5 (а) — (6x + jf) аа т) С) = o, 
- 713 fe) + (3135—152)f4(0)—5(42 —1)/(т) = o. 
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1043*f,(x) — (323287 + 39)/,(0) + 2° f, = о, 
Je) — at 4-35 — л —а3-„х%— r+, 
(а) = ба» An — hat — Ai Jam — 1, 
Jan) = at 4-629 — за — 3r-4- 1, 

Jx) = 828 + 1032 — 12d + t, 
J (a= \3а* 4+27X — 39. 
Je) = 1551 — 1013, 

Ją = 3363212. 

П est bien évident que les conditions Н, Ш, V de 
l'énoncé général (supra) sont vérifiées; on s'assurera 
que I l'est ou ne l'est pas; reste la condition IV. 

Eh bien, en raison de cette condition IV, il est clair 
qu'on doit prendre la suite 


(a) Jr). J (a), — Mai — fate). — J (a), — Јас) Ja 


pour xcpBec—r; 
la suite 

(a) fa). JC). + (ас), faf m + hr), + Ja) + Je 
pour —ї<=«#<{ф—<о; 
la suite 

(a) Дж),/'(а),— Jae), — fat) +), Ја) — Ja 
pour ocaeca 
et la suite 

(а) Де). f (a), = fan) — Jar) — Jae), — Jac) fa 
pour << 


Supposons, par exemple, qu'on veuille calculer le 
nombre de racines réelles comprises entre 0,5 ct 7. 
La suite (з) indiquera combien de racines sont com- 
prises entre 0,5 et т — e et la suite (s4) combien de 
racines sont comprises entre 1 + e et 7. 
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B. — Solutions approchées du Probléme. 


Théoréme de Budan-Fourier. Soit une équation 
f(x) = o et la suite formée par f(x) et ses dérivées : 


(8) fx), (Gei, f" (m), .... J (m). fu, (fa numérique); 


substituons à œ les nombres z, $ (x < 5) ct comptons le 
nombre de variations perdues quand on passe de la suite 
des signes obtenus pour xœ = x à la suite des signes 
obtenus pour x = 8 (Cf. Théoréme de Sturm): 

Le nombre des racines comprises entre x, B est au plus 
égal à celui des variations perdues d'une suite à l'autre 
et, s'il est moindre, la différence entre le nombre des 
variations perdues et le nombre des racines esl un nom- 
bre pair. 

Aux suites de Budan-Fourier, dont les valeurs pour 
x = x, œ = B sont assez longues à calculer, on peut 
substituer la suite de Laguerre, plus facilement cal- 
culable. 

Soient deux nombres a, b (o — a< b); faisant la divi- 
sion de f(x) par (m — a) — b). soit 
Ла) \ B 


DL) F rnm aa + = 


(z — ax = b; г — а ap — b 


(А, В, numériques) ; 


B 5 ; a 
développons — -j Suivant les puissances croissantes 


de æ et désignons par 4 (x) l'ensemble des termes de ce 
développement dont le degré est inférieur à m; ordon- 
nons 


o (x) + 4 (m) 
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suivant les puissances décroissantes de x et considérons 
la suite 


(4) pl) р) + Š; 


le nombre des racines de f(x) comprises entre a, b, est au 
plus égal au nombre des variations que présente la 
suite (4) telle quelle* (en laissant figurer œ, sans le 
remplacer par a ou b). 


Voici encore un théorème dü a Laguerre et d'une 
application des plus faciles; soit 


Jae) = ауп at ant + — à fie) Han 
Jie) ау" tka, r" s... A, E — 2 GE AE 2 dn -4 
fr) = аус" St + ag 4 — X fan) + dny 


(5) 


ROR += d fuí t )- 04 
V fnac) do : 


Si a est un nombre posilif, le nombre des variations 
de signe des lermes de la suite 


Kai, ak SAX), e Ja— (20), Jn 


est au moins égal au nombre des racines de l'équation 
f(x) = о qui sont supérieures à a et, s'il est plus 
grand, la différence des deux nombres est un nombre 


pair. 


Théorèmes divers. Une ćqualion admet au moins 3k 
racines imaginaires s'il lui manque 2k lermes consé- 
cutifs, ou s'il manque ak — т termes entre deux termes 
de même signe. 


* LAGUERRE, Dp. 78. 
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Cas particulier du thécréme de Budan-Fourier : 

Le nombre des racines réelles positives d'une équation 
f(x) = о est au plus égal au nombre des variations de 
f(x) [applicable aux racines négatives en calculant 
K= œ)]. (DESCARTES.) 

L'excès du nombre des variations sur le nombre des 
racines positives est nul ou bien un nombre pair ; si f(x 
ne présente qu'une variation, l'équation f(x) = o ne peut 
avoir qu'une seule racine positive. 

Si une équation a toutes ses racines réelles, le nombre 
des varialions de son premier membre est égal au nom- 
bre de ses racines positives. 


Théorème de Rolle. Soit f(x) = o une équation 
algébrique, et soit f'(x) = o l'équation dérivée. Entre 


deux racines x, 8, de l'équation f(x) — o, il existe au 
moins une racine réelle de la dérivée f'(x) = o. 


Corollaire. Deux racines réelles consécutives a, b de 
lu dérivée f'(x) peuvent ne comprendre aucune racine 
de la proposée f(x), mais n'en comprennent jamais plus 
d'une. 


LiuiTEs DES RACINES RÉELLES. 


Les procédés qui vont étre indiqués donnent des 
limites supérieures des racines positives, En iransfor- 


, ` . + / 1 \ ` 
mant l'équation par la substitution (=, SÉ les mèmes 
procédés donneront des limites inférieures des racines 
positives. La substitution (2, — œ) permettra de calculer 
des limiles inférieures des racines négatives. 

À 
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Théorème de Maclaurin : Si -- a; est le plus grand 
coefficient négatif de l'équation 
LAHA LI -H 4082 + Ant + An 0, (do > 0), 
Gi quan SE ° Vs 
т est une limite supérieure des racines positives. 
U 


1 + 


Théorème de Lagrange : Dans les mémes conditions, 
et, de plus, as étant le premier coefficient négatif de 


la 


3 
l'équation, í — V g est une limite supérieure des 
9° 


racines positives. 


Théorème de Tillot : Dans les mêmes conditions, 
et, de plus, ar étant le plus grand coefficient parmi ceux 


er 
4 à dj -— 
qui précédent as, ï + VE est encore une limite supé- 
r 


rieure des racines posilives. 


Théorème du groupement : Disposons les termes 
de l'équation f(œ) == о par groupes: 1° ordonnés par 
rapport aux puissances décroissantes de x, 3° commen- 
cant chacun par un terme positif, 39 ne présentant cha- 
cun qu'une seule varialion : son premier membre prendra 
la forme 

He) — (P, — Nj) (P, — N)-+...+ (Р,— N); 


si a est un nombre positif rendant positif chaque groupe 
P; — Nj, a est une limite supérieure des racines positives 
die TS) = 6v 


(Emploi du théorème de Sturm. On cherchera com- 
bien il y a de racines positives entre + «o el a,, + so et 
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@ сс EL 23. (ж; >, EE tant qu ilin y aura 
qu'une racine dans ces intervalles, z,, аз, «3, .... seront 
limites supérieures des racines positives.) 


CALCUL D'UNE RACINE RÉELLE 


dont on connait deux limites, 


` š i PREMIÈRE MÉTHODE 


Considérons l'équation 
Ха) Аут A 0509873 + ...-+ Amal? + Am-_180+Am=0, 
et supposons qu'elle admette une racine assez petite 
pour que 
Ay PAT" „+ Angi" 
soit négligeable devant Am ; alors, 
Am 
Am- 1 
sera une valeur approchée de cette racine. 
D'une maniére plus précise: soient a, b les deux 
limites de la racine envisagée et x la valeur maxima 
que peut atteindre 


A, œm + А," —1+..+Аһ 21° 


т = 


quand n varie de a à b, B la valeur minima du même 
polynôme dans le même intervalle a, b (a, b sont assez 
faciles à déterminer, au moins approximativement) 


Am +œ Am+5 


x, = |, LQ = == 
Am--1 Au: 


seront deux nouvelles limites comprenant le racine œ et 
plus rapprochées l'une de l'autre que les limites a, b, si 


| E 
L, — Lg = 
D Ta 
Am-1 
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Si celte condition est remplie, on pourra, en vpérant 
Sur 21, x, comme sur a, b, calculer deux nouvelles 
limites de la racine, et ainsi de suite. 


ExEuPLE : Soit l'équation 
z-—9,.152z* + 20,9075xr —0,022625 = о 


qui a une racine comprise entre 0 et 0,002. 
Proposons-nous d'appliquer la méthode indiquée. 
On a 

„ __ 9,022625 + 2*(9. 10 — 0) 

R na SE ZE ep T a 

remplaçant z, dans le second membre par 0 et 0,002, 

de manière à accroitre ce second membre, 


__ 0,022625 + 0,002* X 9.15 
$: 20,0072 
et l'on a aussi 
0,022025 
20,9079 x 
Ces deux limites différent de 
0,00* X 9,19 
BEN AL < 0,000002 
20,9079 
on aura donc la racine avec 5 décimales exactes en 
prenant 
0,022625 


NE —0,00108219, 
, 1 


Lı = 


et on aura de plus une limite supérieure de moins 
d'une unité du 6* ordre décimal en prenant 


ж, == 0,00108215 + 0,000002 = 0,001084. 


Opérons sur x, 2, comme nous l'avons fait sur o et 
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0,02 ; et en parlant de la relation (1), on aura les deux 
limites 


0.022622 + 0,001082 LO (0,10 - -0.001057 ) 


(2) => my= - 
20,0070 


0,022022 + 0,001084%(9.15 — o 00108215) 


20,0072 
dont la différence est 


9.15 0,0000001 8 [0,00216448—0,00 10822353 x o,ooro82 15] 


D ^45 
20,0072 


4.19 X 0,00000018 X 0,002 127177 


(3) 


On calculera donc æ, qui sera la nouvelle limite 
inférieure, au moyen de la formule (2) (ce calcul se 
fera avec 9 décimales) et la simple addition du nom- 
bre (8) donnera x,. On connaîtra donc les 8 premières 
décimales de x (et méme la neuviéme à une unité prés). 

On pourrait continuer et obtenir, à l’aide de a, 24, 
11 décimales exactes. 

Noter que, si l'opération doit se répéter plusieurs 
fois, le calcul, une fois pour toutes, de 


0,022025 

20,9079 
avec le nombre décimale qu'on veut obtenir, en défini- 
live, abrégera les opéralions puisque ce quotient se 
présente dans chaque approximation. 


Ce procédé n'est pratique qu'autant que, pour la 
racine x considérée, 


Ао + Agat" >... Ama 
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est négligeable vis-à-vis de Am. Ce cas se présente quand 
celte racine œ est très petite vis-à-vis des autres racines. 
Dans l'exemple numérique étudié, ces autres racines 
sont 4.407 ... et 4.742 .... 

On peut toujours s'arranger de manière qu'il en soit 
ainsi, quand on connait deux limites rapprochées a, b, 
(par exemple b — a < =) de la racine. П suffit de 


former l'équation f(x — а) = o, qui ad mettra une racine 


TUUM : pu pt 
fort petite жеше moindre que 100 5 b=a< SE 


Voici comment on forme pratiquement cette trans- 
formée. Soit 


Да — a)— Вот Вит... Bmt Bon ; 
remplaçant © — a par x, 
fic)=By(r Fa)" +B (x Hath tr By ïj œ + a) + Ве; 
d'où, faisant x = — a, 
Ke — a) = Bm; 


on peut écrire ensuite 
Да) — By 


та + 
== (0 +a)"-1-4-B,( 04 a)"71—,., + В+ a)2- Bu-,; 
effectuant la division de f(x) — Bm par z +a et faisant 
x = — a dans le quotient f(x), on aura donc 


(= a) = В. etc. 
Nore. П se peut que les limites primitives a, b soient 
comprises dans les limites æ,, xÍ, au lieu de les com- 


prendre. 
Ce cas est lout à fail exceptionnel et, pour celte 
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raison, nous ne l'examinerons pas. On usera, s'il se 
présente, de la méthode qui suit. Elle conduit à des 
calculs plus longs que celle-ci, mais son efficacité est, 
par contre, assurée. 


DEUXIÈME MÉTHODE 


Le plus simple est de former la transformée en 
æ— а: 


Да — a) = At — a)" +A (œ= an 4- ...4+ Am (a) 


+ Am = 0 


et d'appliquer la méthode précédente à l'équation ainsi 
obtenue qui, si a diffère peu de b. se trouve avoir une 
racine trés petite. On verra plus loin comment on forme 
pratiquement la transformée en z — a. 

S'il arrivait que les limites successives ainsi trou- 
vées s'écartent de la racine, comme il a été dit, cas tout 
à fail exceptionnel d'ailleurs, on procéderait comme 
il suit. 

Nous allons emprunter, pour l'exposé, le langage 
géométrique. 

On supposera que a et b soient assez voisins de la 
racine pour que f'(œ) et f'(z) ne changent pas de signe 
quand œ varie de a à b. Alors f(x) et f'(x) sont constam- 
ment croissants ou décroissants dans cet intervalle, en 
d'autres termes l'ordonnée de la courbe y — f(x) et 
l'angle avec Oz de la tangente à cette courbe varient 
toujours dans le méme sens. 

La courbe y = f(x), qui ne possède pas de point d'in- 
flexion entre a, b (si les conditions indiquées sont rem- 
plies) peut affecter les quatre formes indiquées dans les 
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figures ci-jointes; à côté, on a indiqué les signes de 
Ка), fb), f(x), f(x), qui indiquent dans lequel des 
quatre cas on se trouve; on a, de plus, tracé certaines 
tangentes et cordes que nous aurons à considérer. 


| : n 
fla) > o 
fib) «o 
fx) < o 
Ft > o 


y Iv 
ш f (al< o 
f (a) < o f ibi» o 
fibi»o WE 
P'(x)> o f"ixj« o 8 
f"ix)» o " 
0 о 


Dans toutes ces figures, OP=a, OQ—b, OI = racine œ, 
on connait OP, OQ. On prendra comme nouvelles 
limites de la racine ж: 

Dans le cas de la première figure: OT, ON. 
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Dans le cas de la deuxième figure : Ok, OT. 
— — troisième — — OK, OT. 
— => quatrième — ONION 
Prendre OT comme nouvelle limite est la méthode 
de Newlon ; prendre OK est la méthode des parties pro- 
portionnelles. 
On calcule trés facilement OK : 
l'équation de la droite AB élant 
y= fia) — fib) — fa) 
ca. =È 


OK s'obtient en faisant y = o dans cette formule, ce 
qui donne 


a — 0 b— a 
0 — il x —— — n J = - ___- — š 
K a= ла) X (ta) = Rb) а fa) (b) — fia) а 
J J / i 


Quant à OT, on sait que l'équation de la tangente au 
point de coordonnées xy, est 
y Уо = (z — Dall (Xo); 
pour I, IV, il faut prendre la tangente en À |a, f(a)] : 
y — fia) = (c — a) x f'(a) 
et on aura OTT en faisant y — o, d'oü 


de méme pour II, Ш, où l'on prend la tangente ' 
y — fib) — (c — bf (b) en В, 
Jib) > 


uT h A 
I f'(b) 


ExEMPLE : Soil l'équation 


lix) x*-—34x—5-—o 
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qui a une racine comprise entre 2 et 2,1, car 


Да) = — 1 
Лал) = o.061. 
On a 
A : 
OK = а + => 1732,0992.;:;. 


1,061 


Au sujet de l'autre limite, dans quel cas sommes- 
nous ? 
Vu 
J'(z) = За — 2 


J a) nn 


> 0, pour 2 < œ < al 
- 0, pour 2 < T < 2,1 


WAW. 


nous sommes dans le 37°; menons la tangente en B et 
nous aurons 
= 0,061 : 
OT = 2,1 — ——z — 2,0016... 


11,23 
les deux nouvelles limites comprenant la racine sont 


a, = 2.094 .... 
lą —— 2.095 TT 


On pourra appliquer la méthode à ces deux nouvelles 
limites pour calculer des limites plus resserrées, et ainsi 
de suite. 


Norr. Quand on aura obtenu deux limites suffisam- 
ment voisines de la racine et qu'on voudra calculer cetle 
racine avec une grande approximation, on préférera la 
première méthode à celle-ci. 

Les considéralions que voici peuvent encore étre 
utiles * : 

Soit l'équation f(x) = o; on connait un nombre réel a 


SR M Ba hi 
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compris entre deux racines жу, 2; on se propose de 


déterminer un nombre a,, compris aussi entre x, et Ze 
et plus approché de l'une d'elles que ne l'est a. 


ll; 


"Ee 2 A | аел ал s=a-+1si f'(a)« o. 
Ла) > o. Ј' (а) > o 


| dez—aà z—=a—r si f(a)> o; 


en ce cas 
f a) 

J'(a) 

est compris entre x, et 2, et est plus approché que a 
de l’une de ces deux racines (supra). 


II: 


Ja)> o, f'(a) о, fin) >o, dvex=aÇa à —a-1: 


a =a 


a, ä +, (adzy J Ma) afta)f'(a) 
= | (a) 
est compris entre 2, 2» et est plus approché de x, que 
ne ł'est a. 
III. 


fla) 7» o, J'(a) < о. f(x) «o. dez—0à tam 1: 


— (а) + V J'a) — afia la) 


a, — «d 
- — J'(a) 


est compris entre жу, 2 et est plus approché de x, que 
ne l'est a. 
IV. 


3 . | dez=aac=a—tsi/'(a)<o, 
Ка) < o, J'(x) < 0 ; " 


| dex=aàx=a+18i tal or 
Йа) 
бухг й — 
: ГЕСТ, 
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est compris entre zy, ¿> et est plus approché que a de 
l'une ou l'autre des deux racines. 
M 
Ma) Lo, Pai zo f'(ix)< o, deæ=a à c=a+1: 
J'a) +V 100a) — Ја) (a) 
J (al 


est compris entre 2, & et est plus approché de zx, que 
ne l'est a. 


VI. 


Ја) < о, f'(a)>o, J'(w) >o, dex= a à z=a— т: 


q, =Á be 


Jn + Via a) — afia (а) 
x (а) = pesa 
est compris entre z,, £ et est plus approché de x, que 
ne l'est a. 
En résumé, en employant les formes indiquées de а, 
on tend vers z, (zy > a) si dea A x : 


(I, = 0 — 


Ла) >o fein Ја) >o” (l) 

Ла) zo aisen (к) о (M) 
Jæ)<o J'(c)y2o у (ж)<о (V) 
Да) о Г/л) ео f'{æ)<o (IV) 

On tend au contraire vers m, (4, < a) si de a à a: 

Jz)>o Jio J'(s)>o (D 

Дж) zo Jf'(z)<o fineo (lll) 
Raco fS()<v Гл) <о (Y) 
Marto (а) оо рш) ео (ND 
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TROISIÈME MÉTHODE 


(d’après des recherches modernes *). 


On suppose encore ici que les racines réelles sont 
séparées et qu'on veuille calculer la racine réelle «;. 
Par la transformation 

x= a + y. 
oü a est convenablement choisi. on pourra faire que 
toutes les racines réelles «ү, xo, ... xi 4, xi. L1, ... xm aient 
des modules plus grands que le module de о;. 

Soit 

Ke) =w= A om -1-4- A gt 2— ‚„‚ +(—i)mAm =o 
l'équation proposée. 


Posons 
Aleph de zéro = Жо) = t; 
Aleph de moins un = x(—v) == o, 
Aleph de moins deux = N(—2) = o, 
Aleph de moins trois == N(=3) = o, 


Aleph de moins (m — i= x[—(m —1)] = о] 
et déterminons Aleph [—/n-- m)], ой n > o par la rela- 
tion de récurrence 
— Auxf— (л M)] 7 An—„8[— (N+ m— 1)] — Am—28[— (n 
+m 2)] +... + (— 1)%-*A,N[— (п 1)] + (—1)®—!х 
(=n) = oò; 
par exemple pour n =0,1,2. on a 
= Amx(—m)-J-(—1)"—'x(0)—0 ou — Am N(— т) 
T(—1m-!-—o 
— Am N(= (m +1)] + Am, [т] = o 
— Am N[—(m + 3)] + Ames N[—(m>1)]—AmsX[—m]=o0, 
elc... 
(Ci-aprés est un exemple de calcul) : 


* H. Wnonski, 1; J. HapaMARD, 1, 2; Fn. Cons, 1; А, м. n. 5,. 
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Théorème. Si les conditions du début sont remplies 
(les racines réelles ont toutes des modules plus grands 
que celui de о;), si, de plus, /'équation n'admet pas de 
racine imaginaire dont le module soit inférieur ou égal 
au module de ai, 

Ni —p) 
a une limite quand p croit indéfiniment et cette limite 
est la racine z. 

La réciproque est vraie: Si le rapport précédent 
tend vers une limite quand p croit indéfiniment, cette 
limite est racine de f(x) et il n'est pas d'autre racine, 
réelle ou imaginaire, ayant un module moindre. Gette 
proposition était en partie connue dés le хўи siècle *. 


Application. Soit l'équation 
z — ба? + gx--1=0 (А, =6, A= g. As ==AÁm== I) 
Ona 
X(0) 21, 4(—1)-——0, X(—2)= o; 
puis 
(—1) «(—3)-- (—1?—0, d'òu &(—3) —-r1 
( —1) N(—^)-- 9 x(—3)—0, d'où N -1)=-+9 
( —1)8(—95)2- 9 N(=) —08(—3)=o. d'où X(—5)=75 
(—1)X%( -6)--9 NI 5) — 6 xi —^i--Xx( --3) = o, 
d'où x( = 6) = Daa 
(—1)8(—7)--9 N—6—68(—5)+N(—4) = 0, 
d'où x! -7) =5175 
et, de même, 
N(=8)= 42756, x(—9)— 3544814 NW -19)—2938997. etc. 


* D. BensorLL1. 
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Ici, 
W(—3) 1 N—^) _ à N(—5) 
—— => — coll ...$ += += 004; - 
N—h) 9 W.—b5) 7 N(--0) 
= E = 0,1209... 
622 - Ç 
N(--G) Dan N—7)__ 5175 
——= —ZO 12019...) — = 0,12 108 
N—7) 9179 N(—8) 42756 
N(-8) 
=0,120614 
NC —9) 
NI—g) 354484 ae 
—— = — =o 04 120613 .... 


N—10) 2938997 


L'équalion proposée a une racine comprise entre 
0,120613 et 0,120614. 


Nore I. L'emploi des logarithmes rend très faciles les 
calculs nécessaires. 


Nore II. Rien ne prouve à priori la convergence des 
diverses valeurs approchées, trouvées pour la racine. 
En toute rigueur, il faudrait faire la vérification directe 
(ici, il faudrait vérifier qu'en substituant 0,120613 et 
0,120614 dans l'équation, on obtient des résultats de 
signes contraires). 


Il se peut. que Р). jj ne tende pas vers une 


„AZ 
s[—(p+ 
limite quand p croit indéfiniment. Cela tiendra à l'une 
des trois raisons que voici : 

19 L'équation admet a; comme racine réelle de moin- 
dre module, mais cette racine est multiple; or on doit 
supposer que l'équation a été débarrassée de ses racines 
multiples. 


A as (LL 
WWW СІРКО ү 


бо OPÉRATIONS ALGÉBRIQUES 


2? L'équation admet x; comme racine réelle de moin- 
dre module, et elle admet en méme temps la racine 
— aj: il est facile de voir si l'on est dans ce cas, en 
recherchant si l'équation proposée et sa transformée en 
— ж ont ou non deux racines communes: les calculs 
sont très simples. 

3° L'équation admet x; comme racine réelle de moin- 
dre module (les deux cas précédents sont exclus); mais 
elle admet des racines imaginaires ayant des modules 
inférieurs ou égaux à celui de w, ce qu'on ne peut 
savoir à priori. 

Dans ce dernier cas,on peut. par la tranformation de 
x en x + a, où a est convenablement choisi (ce sera 
une valeur suffisamment approchée de ai), s'arranger de 
telle sorte que о; devienne celle des racines qui a effec- 
tivement un module inférieur aux modules de toutes 
les autres racines, tant rélles qu'imaginaires, et appli- 
quer le procédé de calcul indiqué. 

On pourra fixer à coup sür le nombre a en question 
en calculant des valeurs approchées des racines 
imaginaires qui ont un module inférieur à celui de 
ai (Cf. n° ), ce qui indiquera des limites supérieures 
pi de leurs modules; soient f < 2 - 5-С... Kp) Si 
la racine о; est positive, on formera la transformée en 
x + a de l'équation proposée (a > gy) et si x; est néga- 
tive, on formera la transformée en © — а(а > pp): la 
méthode sera applicable à la transformée. Il peut y avoir 
quelque avantage à procéder ainsi quand l'équation 
n'a que deux racines imaginaires dont les modules 
soient inférieurs à celui de x;, que nous supposons 
toujours avoir un module inférieur à celui de toutes 
les autres racines réelles. 
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Calcul de la racine réelle x; de plus grand module, en 
supposant que toutes les autres racines, tant réelles 
qu'imaginaires, ont des modules moindres. 

Soit l'équation 

xo =. A qm 1 + A œm? = s t (=R (mA, = o. 

Posons 

х(0) == 1 = Aleph de zéro, 

х(ї = A, = Aleph de un, 

м2) = A, (1) —А, = Aleph de deux, 

N(3)== A,8(2) —А„Х(1)-+А,== Aleph de trois, 

N(4) = AN(S) — Ass(2)-- AgN(1) — A, = Aleph de quatre, 

x(p)= A N( P — 1) — А.р — 2) + AND — 3) — ... 
+ (= 1)^Agx( p — т) = Aleph de p. 

Dans les conditions énoncées (a; a un module plus 
grand que les modules de toutes les autres racines): 

Théoréme 

N(p +1) 
N( p) 
tend vers une limite quand p croît indéfiniment et cette 
limite est la racine оң. 
Application. 
Soit l'équation 


x*—ar:*—23r—1zo0; 


ici, 
x(oj= 1, N(6) = бо x(12)= 5896 
X(1)— 1, R(7) = 129 X(15) = 12664 
N(2)= 3, %(8) = 277 m(14)— 27201 
x(3)= D x(9) = 595 x(15)= 58425 


x(4)=173, N(10) = 1278 
N(5)=28, xN(11)= 2745 


CALCUL NUMÉRIQUE. 4 
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et 
N( 14) 
N(13) ` 


N(15) * 
=I VhT] — 2,1480 ... 

N(14)] 
On en conclut que l'équation proposée a une racine 
réelle x, comprise entre 2,147 et 2,148 et que les deux 


autres racines ont des modules inférieurs à celui de >з. 


Note. La convergence des valeurs approchées des 
racines n'est rapide que si le module de la racine à 
calculer est sensiblement différent du module de la 
racine immédiatement voisine. 


QUATHIEME MÉTIIODE 


(GRAFFE-ENCKE*), 


Soient, xB, Y,- ... les racines d'une équation f(x) =o. 
Plaçons-nous dans le cas oü l'une des racines « a un 
module supéricur aux modules de toutes les autres 
racines : 

Théorème : 

ç "T + Bu ym + = 
a une limite quand m croit indéfiniment et cette limite 
est a. 
Il existc une loi de récurrence permeltant de déduire 


Sm = а" 4 pm i m Fe 
de Sm 1» 9m 2 Bu? 


mais il est beaucoup plus simple de remarquer qu'ayant 
écrit 


Ji 2) = W a?) +x gf” ), 
* JOURSAL DE CRELLE, CARYALLO 
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ce qui n'offre aucune difficulté (voir Exemple, ci- 
dessous); l'équation aux carrés des racines de f(x) est 


f(x) = Iech — x[(4(x)]"=0 ; 


r 


opérant sur f(x) comme sur f(x), on formera l'équa- 
tion aux quatrièmes puissances des racines, puis celle 
aux huitièmes, seizièmes, ctc..., puissances, ce qui 
donnera les sommes 
a Byt... as py! +... a ph DEER 
4 10 E 
zp ry” b. 


les expressions 


gr == AV 
V x55 у... Va B yes. Vote tt, 


] Vars Spa. 
tendront (sous les conditions indiquées) vers la racine de 
plus grand module. 
Application. Soit l'équation 


Joie oi — r» — 20 — 20 — | =0= —4z —1 
+ a) — z — a] ; 


on a 
h(z)==(—21 — 1) =Â a(t — r — 2) = z%*— аа4— За? 
' = — 2(а%)'— 1 + x[|(x*V — 3x |; 
puis 
Jx) = [— 22? — 1] — © [at — Art = a — 102 + qu? 
een (E ро 10(2*)! — Ari — 1 + (a Ë+ 9х2]; 


on en déduit 


f(n [то — 42 — 1|! — x[z!--gx]* = xt 
— 822% + 23 — 302? — 8r— 1 = 0, etc... 
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Va, Vo, VBa. ... 
sont des valeurs approchćes de la racine de plus grand 
module (il existe une telle racine) ; on a en effet 
VET == 129349 WS 


et la racine a pour expression 1,73469 .... 


Quand il existe une racine de moindre module, on 
peut la calculer semblablement en formant la transfor- 


А 1 Si з n 
mée еп = de l'équation proposée. 


On peut calculer une racine réelle quelconque a; par 
cette méthode en transformant l'équation par la substi- 
tution © — a où a est choisi de manière que x; devienne 
la racine de moindre module. 


CINQUIÈME MÉTHODE 


(Substitautions successives). 


Cette méthode est anciennement connue; quand on 
peut l'appliquer(infra), elle est l'unedes plus pratiques". 

Soit 

к= (2x) 

l'équalion proposée, forme sous laquelle on peut tou- 
jours mettre une équation algébrique, et soient 
a, b (a < b) deux limites d'une racine réelle ar, ne 
comprenant pas d'autre racine. 

Si l'on a constamment, quand x varie de a à b, 

0 Z z Lei © f 


° h. M. B.5,8. 
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Théoréme I : /es nombres 
33 = 9 (a), To — 9 (T) €, Ф Lë .-. 
vérifient les inégalités 
ас e que me as 
et convergent vers la racine ai ; 
les nombres 
y: = # (b). Ya = g) у, = =(Уу ).... 
vérifient les inégalités 
b > y > yx2> Ja > -. 


et convergent vers la racine xi. 


Si l'on a constamment, quand x varie de a à b, 


— 1< Lë o, 


Théorème II : les nombres 


sz (а), dg — 9 (23). Ta — s (zx), i, = 5 (2), -.- 


vérifient les inégalités 
Que da Ee Чч KI 


TT > Tę > 1... д? 
et convergent vers la racine ai. 
NoTE. = Ces conditions sont plus générates qu'il n'est 


nécessaire. La condilion nécessaire et suffisante (difficile 
à тецге telle quelle en évidence, sauf dans certains 


cas spéciaux) est cellc-ci : 


"X 
—1«29 (2i) < 1. 
ç 
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II existe alors un nombre y tel que ła suite 
Y Үз, Ys- ... définie par les égalités 
Te =? (Y), Ta = ply): Үз = Ф (Ta): + 


converge vers la racine ai. 


L'une des applications les plus importantes de la 
méthode est le calcul des racines des équations du 
second degré, 
ааа + bx + c= 0, | 


Nous distinguerons deux cas : | 


PREwrER Cas. — Les racines sont réelles et de méme 
signe. 
On peut toujours mettre l'équation sous la forme 


аа? — br + c= o 


az>o, b >o, c> o, !#— Л ас > o, 


et l'on a 
( a 
x= + tie: 
ici, 
C a a 
g (x) = + | t j q (@)=2 „œ 
(1) et 


, ` 
s (G) < 1 quand x < =; 
T "tA ad 
be 1 z 2 А 
=> étant la ; Somme des racines, ç (œ) es t moindre que 


un pour la plus petite racine, il est pius grand que un 
pour la plus grande racine. 
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C'est donc la plus petite racine seule qu'on peut 
obtenir ; on en déduira la plus grande par la soustrac- 


: b 
lion de =. 
I! suffira de dire, sans nous arrêter à la solution géné- 
rale de la question, qu'on part pratiquement de 


с 
ал 
p l í 
($ < = , car b*> аас puisque I? > hac, et (1) estvérifiée) 
..c,8[cv e er 
2.5610) a b tp (xa) а, = gb Ü (ay, ... 


croissent [o (©) >o] et tendent vers la plus petite racine. 


Deuxième Cas. — Les racines sont réelles et de signes 
contraires. 


On peut toujours mettre l'équation sous la forme 
aa + br —c—o 
a> o. b> oo, c> o, 2 —^4ac 750; 
ici, 
c a a (œ) с а 4 p d a 
X == — e: TG AKT - W, © d> _ H 
pb d R(@)=q pe ç (© 2,2 
ү. Pd 
ce qui nécessite 0 «< —: 
2d 
On ne peut calculer la racine négative. 
On ne peut calculer la racine positive « que si elle 
dur ccm M а Ne 
est inférieure à ad © est-à-dire si 


b — hac >o; 
on peut partir de 
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Les nombres 2, 2, 23, ... sont posilifs; ceux de rang 
impair sont croissants et moindres que «, ceux de rang 
pair sont décroissants et supérieurs à «. 


NOTE. Par la substilution de œ + h à x, ой h est 
convenablement choisi, on peut s'arranger de telle sorte 
que les deux racines de l'équation soient de méme 
signe, ce qui permet d'appliquer le procédé de calcul 
(premier cas). 


Nore. Si l'on a à calculer une racine x, de l'équation 
fc) = o et si l'on peut écrire identiquement 
æ = q, (z), © = y (x), 
si 102), 9% (20,) ne remplissent pas les conditions fon- 
damentales posées au début, on écrira 
7. (0) + A s (L) 


(тА) = g(x) Qa (D), z = E 


et il se pourra qu'on puisse déterminer À de manière que 
9i (0) 4 A! (2) 
142 
remplissent les conditions fondamentales, ce qui per- 
mettra d'appliquer la méthode au calcul de x. 


Je vais étendre en quelques mots la méthode des 
approximations successives à tous les cas qui peu- 
vent se présenter * ; il semble que l'on ait ici un pro- 
cédé absolument général pour calculer les racines réelles 
des équations, quelles qu'elles soient, et l'on n'en aperçoit 
pas d'autre. 


* ESCLANGON, ZORETTI, pp. 13, 15; Gators, R. M. B. 2, 7. 
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On se proposera dans ce qui suit, de calculer des 
nombres ou, аз, аз, ... qui vérifient les inégalités 


C Z ZL dg <... La =... © da < яа, 


œ étant la racine à déterminer. Ces nombres a; doivent 
s'approcher autant qu'on le veut de la racine a. 
Soit 
F(z)z 6, 
l'équation proposée. 
Je m'appuierai sur celte remarque qu'on peut toujours 
écrire une ćquation, transcendante ou algébrique, 
Ф (z) = o, 
sous des formes 
c= fm); gees Ф (x). 
où f(x), e (œ) ne soient pas identiques. 
Par exemple, l'équation 
o=a + bx + ca? + da? 
peut s'ćcrire 
a + ex? + das + 


c= Geh = (29 
a + bx + dx" +... л 
E E= z eR 


Cela posé, l'équation 
= RA) + wolt) 
= ï + w 
c— fr + e [z — 5 (z)] =o, 
admet la racine z, comme les deux équations (iden- 
tiques) 
x = fiz)==o, `> —s(z)= o, 
c — Да) = Ф (х), z—s(g)= Фф (2). 
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Il suffit donc de montrer qu'on peut toujours disposer 
de l'arbitraire o de maniére que 


dites) „ [ LO es 
dze 1 + w 2 1 + w 


soit compris entre — ï eto dans un certain intervalle 
comprenant [lui-même la racine a. 
Cela est facile, mais plusieurs cas sont à distinguer. 


I. Soit 
x = fæ) c-.(x.Jf(x1 (zy: /'(а)<` 9 (2); 
on écrira 
fie) =J s (L) 
x= — 
L — А 


et l'on prendra A tel que 

fa). fa, 
7 (z) = — (a) +1” 
pratiquement, il faudra déterminer auparavant un inter- 
valle «|, x, comprenant la racine et où l'on ait 


Ја) Ја), 


e D * 
> (z) ` è (1) + 1 


il faudra ensuile calculer une limite supérieure А de 
J = dans cet intervalle et une limite inférieure B de 
# (z a 
J'i) + 1 
o (20) -- 1 
une valeur intermédiaire entre A et B. C'est quand A a 
la valeur A que l'approximation est la plus rapide. Cela 


n'offre pas de difficulté (cf. l'application ci-dessous). 


dans ce méme intervalle ; on prendra pour À 
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II. Si 


S'(x)>1, Ф (а) < — 
оп ёсгіга 
а Ла) + us Gn) 1 + f'(a) RZE LES, 
== meum —1 =p (a) F” — (а) 
Ш. Si 


/'(«)< —1, ę(ajL—=1, Ja) Lee), 
on écrira 


= рф) — Ја). Р) а —1—f:(8) 
а 2—1 =a) =" < — (v) 
IV. Si 
oc J'(xji, o«»'(xbi, J'ay< s (ay, 
on écrira 
__ Ла) — (а) fa, Ja) +1 
= qz) = S ea) 
V. Si 
oc J'(a)< u, Les (s). 
on écrira 


— fir) — ç (2), J (m) ` ['(x) +1 
ч: L — À sa) © 9 (x) + 1 
Application. Soit l'équation 
а — 27 —5 =o; 
(qui admet la racine x = 2,0945...) 


on suppose connu ce fait: que la racine est comprise 
entre 2 et 2,1. 
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Écrivons 


2x +5 2 
gd 509—908); 


x=" = hz), g= 


on a 
УМА 
а) 2 Ја) 1. ә) aller — 1: 


Nous sommes dans le cas П. 

Si les limites 2 et 2,1 ne suffisaient pas à préciser le 
cas, on les resserrerait par les méthodes ordinaires, Cela 
posé, on doit avoir 


Za CER 
r 81—08): 
or, 
3 x 2* < S'a) <Ï x 2,12 
ou F 
6 < J'(2) < 6,615 
7< 1 (a) 7.615; 
puis 
ed 10 
= же» SITE 2,15 
c'est-à-dire 


— 1,75 «€ e (2) < — 1,93 
1.75 > — 9 (x) > 1,93 
0,994 —1 — $'(z) c 0,75 


cela conduit à 
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La convergence est d'autant plus rapide qu'on prend 


ПЕ] 
w plus voisin de sa limite inférieure E ou 4,3235 ... 


Prenant u = 5 et partant de la limite 2,09, on trouve 
(Formule du cas II) 


2,09 < 2,09455 <... < z < ... < 3,094060. 


En partant des limites 2,09 et 2,1, оп trouve pour 
limite inférieure de p : 4,3142. 
Ce qui donne 
z, = 2,09 
z, = 2,0965 
24 = 2,0945 


SIXIÈME MÉTHODE 


Par les fractions continues (LAGRANGE). 


Soit une équation f(x) == o ayant entre deux entiers 
positifs consécutifs a et a+1 une seule racine simple 
ai (le cas d'une racine négative se ramène à celui-ci en 
formant la transformée еп — œ de l'équation). 


D = A 
Posons x= a + = l'équation f(x) = o prendra la 
"1 
forme 9 (z) = o 
et aura une seule racine plus grand que un, puisque 
l'équation proposée n'a qu'une racine comprise entre 
a, a + r. Supposons qu'on puisse calculer la partie 
entière b de cette racine et posons 
ï 
LT = b + =- 
Te 
CALCUL NUMÉRIQUE. 5 
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ce qui transforme (а) = 0 en 4 (ms) = o. qui n'a aussi 
qu'une racine plus grande que un et comprise entre 
н deux entiers с, с-г. qu'on calculera, etc... 
П est évident que 


1 
| a+ - 
b+ a 
tend vers ai. 
Les calculs sont tellement simples qu'il n'y a pas lieu 


d'indiquer d'application. 


П peut y avoir lieu de tátonner pour déterminer a, 4 41; 
| www.rcin.org.pl 


mais on sait ensuite que q(2,) =o a une seule racine 
plus grande que un. On en cherchera la limite supc- 
rieure B et on formera, si D = 700, par exemple, f(1), 
Dron, f(200), fi300), ..., J(6oo), f(700) jusqu'à ce qu'on 
ail lrouvé deux termes de signes contaires, par exemple 
Ј(200), ДЗоо) ; la racine sera compris: entre 100, 200; 
on formera ensuite f(210), f(220), f(230), ... qui aura 
deux termes de signes contraires, par exemple /(220), 
f(230); on formera enfin f(221), f(222), f(223) ... jusqu'à 
ce qu'on ait deux termes, tels que f(222), f(223), qui 
soient de signes contraires. 


SEPTIEME MÉTHODE 


Par le calcul des différences (Voir p. 119). 
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FORMATION DE L'ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ 


Admettant pour racines 
les deux racines de moindres modules ou de plus grands 
modules de l'équation proposée *, 


PREMIÊRE MÉTHODE 


Soit, comme précédemment, 


o= faan Aam- A, gm-?—.. kt Amea T? 
E = ï jgm-! Ama æ -+ 1—1 )m Ám 


l'équation proposéc. 
Posons 


(X) = (—1)"Ag-- (—1)m-! Ag ENEE AL mma 
1 Е 
+... b оста А утат | 
==®,-Е®,2-Е8„х*%--6,у2-Ь... 


(=) 


Nous devrons avoir identiquement 


— 1 = (Š, + Sir + Sixt + Soa? + ...) X [(— т)" Am 
-F(—1)"—l Ag... Pä ir Aen 534... 4A, qœm-* 
— A,zm—1.+ gm) 


— 1==(— UD Am Sg + (= 1)^ A m S; z+ (=Â 1) An S, 222 
+ (=Â 1)" Ap Ba a +... 


+ (— 1 )m 1 Ama S. œ EH (— I jm—1 Ama S. œ 
+ (=Â 1)т—! Аһ, S gäe $ 


+ = 1" — An — S, x? + (—1)"-* Am... S, a+ 
+ (192 An S... 


* Travaux cilés page 57, 
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Ce qui donne lieu aux équations : 
— 1 = (—1 )" Ae äu 
( Â І )"А $, + ( —1)m—! Aq S, = o 
(—1)"AnS;-(— 1) Aq 48; 4-(— 1)" "ZA Bn 
(—1)"A58,--(— 1)т- 'Am- 19e PASS jm -A Si 
+(=r1)Y"-3*AmÔ-_58, = 0 


ou 


| AS, (туо 
—AmS;-FAm-;S) = o 
— AmSs-+ Amo Sr=Am Oz o 
—AmSs-+ Am—Ń: + 


Aua 281 + / m-39)— 0 


Ces relations déterminent Sg, S4, 5, S,,... 
Elles montrent aussi que (Cf n? ) 


S, =X(= т), S; = N |—(т-Е1],8, = X|—(m+2)|. 
8, = x[—(m+-3)], ete... ; 


pour simplifier les notations, nous écrirons Ba, Si, S;, 
S, ..., Sn, ... dans ce qui suit. 


Plaçons-nous dans le cas où les modules des racines 
жу, œo, ... de l'équation vérifient les inégalités 


ja Sle ESA |... 


ce cas se présentera notamment, si l'équation (à соейћ- 
cients réels) admet les deux racines imaginaires conju- 
guées жу, ж; et si les modules des autres racines sont 
supérieurs à ceux de a, ze, 

Nous allons former l'équation du second degré admet- 
tant, sous ces conditions, les deux racines a; a». 
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Posons 
s | 1 1 zr) 
— = + == 
JE) R =X =-— ` JL) 
avec 


(а, — a Ya — m) A= Hoi, 
identité qui déterminera ç(2). 
Posons encore 
ç (x) 
comparant avec (c), il viendra 


(0) = S; +9, 2+5, 02-5, xt"... 


ï 
+ 

dy — 0 dą — 

—S,-rSz-Sa*--Sgau +... ; 


= + S +S 2482348; 2*4 ... 


or, 
П ï г. с" 
A [ZB шашы Зу за 
a— m. a aœ o 
Yean AE гот 
=R =m tutu 
£ — X Xe So dą 
donc 


VER 1 NÀ 
(2 TT s): Tr e 
| 2 
+ ( = + + ) + SS at se But BT Lët S+... 
ЕЛ X e 
égalant les mêmes R derdi 


S; = a> SW  (N=©1,2,8, ..... ) 


nin n 


Les quantités as", S'n, z n, S'n tendent vers zéro quand n 
croit indé finiment. 
Car la série (c,) converge dans un cercle de rayon 
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>|x|, puisque les pôles de (z) sont extérieurs au 
cercle de rayon |z;| ; cela prouve que les séries E g,” S'n, 
У a," S'n convergent etil en résulte bien que 2;" S'n, œ? S'n 
tendent vers zéro quand n tend vers l'infini. 

Nous nous appuyons ici sur des propositions bien 
connues de la théorie des fonctions. 


Écrivant 
ge) = ht) X (Syr S, eT S, x + -..) 
et égalant dans les deux membres les coefficients de 
«chaos а”, т on em deduiralt Le, Gett, Gett Ge 
calcul est inutile ici. 


Cela posé étudions le déterminant 


1 


Ba Зар 
Drip = S | 
[ед n-p 
ï Ц “+ ï ca 
Se gu ES и 2 (ee р Ep +5 n-+-p—1 
21 Ze at} g N+ 
m EL JURZE | " : 

ant ху! т z "404! Topi tr 


multipliant la deuxième colonne par «у? et retranchant 
de la premiere, il vient 


Du = a 
SP I a," `. 
PEL | Zelt n 
— 4298; ï 1 > 
UD м-р zr + g Ap TN npl 
T! і 1 Ў 
— x, S, 


І —a ij» tt ZY i 
"^P att | q NPH! Š up 
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1 
multipliant la première colonne par — et retranchant 


Ra” 
. SEC : z P 
de la deuxième, multipliée au préalable par ï = za” 
2 
1 ah 1 dé gr 
' it E) Saias "pi 
Dag = > = 
nip "T ï (: 24 - s 
Le — ——— 5 o / MA. / 
x, "+ РУУ +P 
! zP) 1*5; a | 
aee шә) ap roe 


А az Eg LR 
z p+! Le zł "as H "nn 


d'où 
1 
x," z," tr Dam 
u,” 
1 — 
aj" 

x. P q.p! à 
tn - FL у 4 mogi Т" S ip 
- zl HN Se н "н! 

s = i (3.7 Spa) A Lp Gmi 
Xo 1 al кеэ» a, maur? 

a," 21) Ге - 

ap Xi "X qn 71 Sa + grz” Sa, 
I a x," 1 + 

— | | — — | — zx," Sn a, «+ PS” Ly 
Xx, 24 a. —— = "w 


Les expressions soulignées tendent vers zéro quand п 
croit indéfiniment, p restant fini et bien déterminé. 
Donc 


" x" А y," 


1 a." x," 
xP |1 z, гу x P 
1——1— 14 - Sei {1 ) 
xP |X v afi x x, 


a," fa ' 
He: ( - ze) É SKI 


az, a, +" D, 
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où Rn, tend vers zéro, quand n croît indéfiniment, р 
restant fini, et 


a, EP! a mer, Duy o (aP — 247) (24 — t) 4 zy + Rip. 
On en conclut 
a nn! qn EP +! Dy p 
(ed — aP) (as — a) + œj aP H Ban 
= (247 = zy”) (2 — a) + KI aP +! Rari 
ер 
Bu -1 д-р ' | 


lim Su л-р | 


> 5 = Zj x; 
П = со | Su Snp 
|а Supri | 
En particulier, 
A Sn-1 Su 
lim Su ил mr. 


m == an. [5 GEO: | 


Sia ҹә | 


On en conclut encore 
q TP an Ph Dy nn 
gł AH q np 7ТЕ 
(zat! — aP H) (а, — ар) а xi! +? Rapti 
(247 — az?) (za у) 4 xP H" Rap 


d'où 
| Su— Su--r 
lim Sn пр Ы asl ! w sët) 
ne оо үбү Sip | аё—зу 


Sny Зарр 
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En particulier, 
Bn A Sn+1 
lim | s Snte 
n= ео |8 Sat 
Sn+1 Du La | 


Ainsi, quand п croit indéfiniment, les racines de 
l'équation 


=q. +$ ©. 


p _ Sn Зи = Su Snte т Sn — Sn KÉ E 


Sans à — Sn Sn +2 ` Ska — Sn Snte 


tendent vers «у, a», en supposant que toutes les autres 
racines de l'équation ont des modules supérieurs à ceux 
der ау, Cras 


Application. Soit l'équation * 


TP — ge! Дб? — ror? + тос — 1 =o; 
on a ici 
S; = x(—5)= I Зо = N(— ro) = 17533 
S. = N(— 6) = 10 Sy="N(— 11) = 1063004 
8$,—34(—7)—— 4 Su=N(-12)= 8900152 
S; = 3(—8)— — 1034. S, = x[— 13) = — 20890195 
S, = N(=9) = — 9473 elc... 


Le rapport de deux termes consécutifs ne tendant pas 
vers une limite bien définie, l'équation n'a pas de racine 
dont le module soit inférieur au module de toutes les 
autres; par contre 


S, = B8g7377.10* S, S, = — 129591.10* 
Bud = 157076.10* Sy Sy == — 1006984. 10* 
Su = 1139977.10*. Sy Sjo = 111546. 10^ 
Bu = 7921274.107 S, Bu = — 2220637.10, ..... , 


* H. WRONSKI, 2, p. 124. 
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S, — Su Sa = 1026968. то? 
re Su! — Sy So = 1022692.10* 
(M) у 5,1 — Ska $,, = 1018431.10* 
Sy” — 5,55 = 1014191.10* 


Log (9,2 — 505, ) = 8,0115571 
d Su Š, ) = 10,0097446 
? = 81 8j) = 12,0079318 


Su Su) = 14.0001 194. 


Les différences de ces logarithmes sont sensiblement 
constantes (à la dernière décimale pres) et nous [en 
concluons , 

БИЛ — Зи -I Sn la 


S nesi — SS 


- == 0,01004181, 
Date 


On trouve semblablement 


Sn Si рау Sn— Sats cò nr 
— "< < . = | 0,0955668. 
Suk — Su Sn +2 9 
L'équation proposée admet donc deux racines dont 
les modules sont inférieurs à ceux des autres racines ; 
ces deux racines (imaginaires et de même module) 


sont données par l'équation approchée 
x* — 0,0998008 œ + 0,01004183 = o. 


En prenant pour S, $,, Ss... les fonctions alephes 
positives (p. 61) on calculera de manière toute sem- 
blable l'équation du 2* degré admettant pour racines 
les deux racines de plus grand module de l'équation 
proposée. 

S'il y avait divergence dans les expressions (M), 
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l'équation aurait plus de deux racines de module mini- 
mum (ou maximum) ; il faudrait former une transfor- 
mée en z — a, a arbitraire et étudier cette transformée. 


DEUXIÈME MÉTHODE * 


Imaginons qu'une équation 


TN — (ar t get x +z +...) 0—1 
Hillt 21234 22234...) 0" 
(24,424 + 212.4... a=" ,,. —0 


ait deux racines a,, аз de modules très grands vis-à-vis 
de ceux des-autres racines xa, das Xss... : 
хз, X4,... Seront négligeables vis-à-vis de œ; 4-2; ; 
2423. tn. Seront négligeables vis-à-vis de aus ; 
Lits, Mit, Seront négligeables vis-à-vis de z+ z;, 
Gs s 
et ou œ ne différeront guère des deux racines non- 
nulles de l'équation 
XN (a äert agt 2... NME # 

+ (23215-2425 - az + ...) ж®—%—о 

ou 


z (33 zy az Eazy...) 24 (trt XX; + 24244...) — O 


Si l'on se propose de calculer les deux racines de 
plus grands modules (ou plus grand module) d'une 
ćquation, on pourra donc y arriver en formant les 
équalions aux aèmes, fèmes, gèmes, 1 6èmes puissances, 
etc... de la proposée, jusqu'à ce que les coeflicients de 
xm! œm ê l'emportent tellement en grandeur sur les 


* Travaux cités, p. 62. 
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coefficients de жт—%, x"—*,... que ceux-ci deviennent 
négligeables. 

Dans le cas oü les deux racines de plus grands mo- 
dulesont méme module et sont imaginaires conjuguées, 
si elles ont pour expression 


== retr, X = reis, 
к Р k 
le coefficient de z"—' dans la transformée en 2° tend 


k : 
vers 27° cos 2*o et le coefficient de zm—°, dans cette 


même transformée, tend vers r?" *. 

Si l'équation proposée avait plus de deux racines de 
plus grands modules ayant le méme module, il faudrait 
la transformer au préalable par le changement de œ en 
x — a, a arbitraire. 

On calculera les deux racines de moindres modules 
(ou de moindre module) en formant la transformée en 


I я : l 
D de l'équation proposée et en reprenant les calculs 


concernant les deux racines de plus grands modules, 
ou plus grand module. 


LIMITES DES MODULES DES RACINES, RÉELLES 
OU IMAGINAIRES 


Soit l'équation 
(1) xn 4- Pam q Qn=*4.., = о, 


ou P,Q peuvent être réels ou imaginaires. Une valeur 
attribuée à z est racine si en la substitnant dans (т) elle 
annule identiquement le premier membre. 


* F Conn. 2. 
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Soient v le module d'une racine ж, p, q,... les modules 
de P,Q,... (le module d'une quantité réelle étant sa 
valeur absolue) ; les modules des termes de l'équation 
seront 

um, pum—!, qum-*,,., 
Soit à un nombre positif limite supérieure des racines de 
(2) ym —pym=" — фут —... =o; 
on aura d'après une proposition d'algebre bien connue 
[Ат Pam 144. QÀm -"4....] > 4m — pjm—! — q4n——... 
or, 
M pm, >o 
donc 
[Ат + Pan" 0)т—-Ь.‚.| > o. 


Cette inégalité a encore lieu si on remplace A par u, 


` 


u >> А, puisque u vérifie, comme À, l'inégalité 
и" — pun — qui... > о. 


Ainsi A est une limite supórieure des modules des 
racines de l'equation proposće. 


GALGUL DES RAGINES IMAGINAIRES 


Nous supposons toujours qu'il s'agit d'une équation 
algóbrique à coefficients réels. 


PREMIÉRE MÊTHODE 


Si l'équation a une racine réelle de plus grand ou de 
plus petit module а,, on la calculera avec une certaine 
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OPÉRATIO 


approximation et on en 
division que voici: 


NS ALGÉBRIQUES 


débarrassera l'équation par la 


дот M, lan LEA, amet A, [amy 
+a, Ау + Аза, 
+ a° Аа; 
+a 


Ti i m Ami 
+(— r jm ЗА. 


x + (—1 MA 
+(=1)Y"-"Am. Y; 


4-(—1)"— Aa ai TF(—1) Aq. uas 


ds > 
А" — Ат! 
+a’ +a" . 
X — ly 
EMAA PETREA, jam, (A Am EHA m 4 
+a, (A; LAN A nt | 1) And; 
La H OAA math (1) A40? 
: ao. 
= Man -A a m=? 
+a, m + aq) 


on aura alors à étudier l'équation 


о=0"-1-А EMEA, a (Ames FOR: Aga 
T (À | TC 1 MA md +(— I "=" A m sdl 
+a] HMA a] HEMA m a, 
M D 
— A a m 2 -Aa "mt 
+a rm 3 Tam 


Il est à remarquer que la seconde moitié des coeffi- 
cients est susceptible d'une simplification notable ; 
car, en supposant que a, soil racine exacte de l'équa- 
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tion, ce qui est vrai à une certaine approximation 
près, 
(=1)P"Am+(=1)M-Amn_104+(-1 ZA 4 03 ... 


ML qu m— o ; 


on à donc 
(- 1 "= HAm- vi 1)^—? Am. sd; "E Mom 2 ац" 1 
==(—1)=- Am 
п, 
(— MA met (—1)^—? Аза... А a 73 4- 04m 
| \ 
= (=ô m Е | u 2 1 
“ ay 


Si l'équation proposée est du 3ème degre, l'équation 
résultante, du 2ème degré, prendra ainsi la forme 
л. 
x (A п —= о, 
1 L 1 day LE d › 
`” Si l'équation proposée est du 4ème degré, l'équation 
résultante, du 3ème degré, s'ccrira 


ж* — (Aydi t + | : ` ak SL ^ SD. 


ac а, Ady 


, Enfin, si l'équation est du 5ème degré, l'équation 
résultante sera 


c —(A1—a, r^ + (A4 — Ma, 2) 
(> A), As 
+ {< Jar 75 = o. 
а m) a, 


Dans le cas oü l'on calcule la racine a, par la mé- 
thode de Bernouilli (p. 58) l'équation résultante prend 
unc forme parliculièrement simple, 
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Prenons le cas du 5ème degré, ce qui va suivre s'ap- 
pliquant immédiatement aux degrés 4, 3. 

On suppose que, à l'approximation cherchée 

(1) 
х (=(p +2)  x[—(p--] =p  x[—(p—0]. 
N[(=(p+3)) " x[ (p+2)]x[( (é(p+n)] x[—p] 

On peut alors écrire : 


x (=p) ТА х(—р) x BEIER 


n= I (p+3) „= x[— (p+ 11] N(- p) 
1% [00—10] 
— [—(P+0] 


( N[—(p--2)]. 1  Xx[—(p-21] x[—ip3-3)] 
а арж] aż Sp  x[=(p+2)] 
_N[—(p+3)] 
 X(=(p+-1)] 


et l'équation résultante devient 
x [—(p-- 1] z* ГА &[—(p 10] — 8 (—p)] | а" 
+ [A R[=(p+0] —& x (7 p) + [—(p— 01] z" 
+ ГА s [— (p + 39] — A, A[=(p+2)] z 
+ As х [— (p+2)] | =o. 
Pour les équations de degrés 4, 3, les équations résul- 
tantes sont respectivement 
x [—(p-0] а" — [A x[—(P+0] = &(—p)] 2° 
+ [—A 8[—(p +3) + As3[—(p--3)]] z 
— A х [—(р+2)] = o. 
х (=(p+)]z*= [A x[=(p+)] =x (=p)] = 
+A, N [ (p +2)] = o. 
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Pour l'équation du 5ème degré il faudra donc 5 fonc- 
tions Alephs vérifiant les relations (1); il en faudra 
A pour l'équation du дёше degré et 3 pour l'équation du 
3ème degré. 

Dans le cas où ces fonctions sont très pénibles à 
calculer, si l’on a trouvé 


х[—(р+1)] | x(—p _ 8[—(p—v)] _ 
N[-0+23] Nipo] (р) 


on pourra poser, sans redouter d'erreur facheuse, 
x [—(p+2)] 


x(=(p+3)) © 
et calculer x [—(p+3)] à l'aide de cette relation *. 


Placons-nous maintenant dans le cas oü l'équation a 
deux racines de plus grand (ou de plus petit) module. 
Nous ne supposons pas que ces racines soient égales, 
car on a débarrassé l'équation de ses racines égales 
(p. 31) ; si ces racines sont réelles et de signes contrai- 
res, on les calculera en cherchant les racines communes 
à l'équalion et à sa transformée en — z. Reste le cas ой 
ces racines sont imaginaires. Nous supposerons qu'elles 
sont de plus petit module, le cas ой elles sont de plus 
grand module se ramenant à celui-ci par le changement 
de © en 2. 

© 

Nous calculerons les deux racines imaginaires de plus 
petit module par l'une des méthodes exposées pp. 
et nous débarrasserons l'équation du facteur du second 
degré obtenu. Des simplifications analogues à celles 
qui se présentent pour le cas d'un facteur du premier 
degré (cf. ci-dessus) pourront se présenter. 


* WRONSKI, 2. 
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SECONDE METHODE 


On emploiera les méthodes d'élimination (p. 32) en 
envisageant les deux équations obtenues en remplaçant 
dans l'équation proposée,f (z) == o, z par x+iy et en 
annulant d'une part l'ensemble des termes réels et, 
d'autre part, l'ensemble des termes imaginaires. 


EXEMPLE : * 
(1) Se SKI 0. 


Posant z = z--iy, cette équation se décompose dans 
les deux suivantes : 


(2) (y*— mt — hay — 22) — (aa — 1)— 0. 
(8) Amt — mt + = o. 


Supprimant de (3) le facteur y, il vient 
(4) у 7: 


portant ensuite cette valeur de у? — x? dans l'équa- 
tion (2), il viendra 
бла 16237 — r= o 


et si l'on pose 


(5) Levi 
2 


cette dernière équation deviendra 


F—H-1=0. 


Cette équation n’admet qu’une seule racine positive 
(les racines négalives sont à rejeter уп (5) ), quiest com- 


* SERRET, Pe 371. 
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prise entre 2,11 ct 2.12. La méthode de Newton appli- 
quée à ces limites donne les nouvelles limites 2,1149 et 
2,1150; l'appliquant unejseconde fois, on trouve, avec 
huit décimales exactes, 


l= 2,11 190734 s 


avec la même approximation, (5) donne ensuite 


fe = L 0,72713603 ; 


enfin, la formule (4) donne 


y =F 0,43601425, у =È 0,93409920 : 


d'où les racines 


z = + 0,72713603 = 0,43001425 V I 


7 = — 0,72713003 Z= 0,93409924 V Tm 


RECHERCHE DES RACINES COMMUNES A DEUX 
ÉQUATIONS ALGÉBRIQLES. 


* Lethéoréme de Sturm a été généralisé par KRONECKEN * 
qui s'est proposé le méme objet que Sturm pour les sys- 
témes d'équation à plusieurs inconnues. 

Il nous parait que, pour les recherches usuelles, les 
méthodes graphiques suflisent à délimiter les racines 
communes à deux équalions à deux inconnues. 

Si les méthodes graphiques ne permetlent pas 
d'effectuer les calculs avec une approximation suffi- 
sante, on pourra perfectionner l'approximation qu'elles 
donneront à l'aide de l'élimination. 


* KRONECKER. 
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Soit à calculer une racine xy, Yo commune à 

Rzy) =o, 4(xœ.y)= 0; 
racine qu'on sait être comprise (méthodes graphiques), 
entre des limites bien définies ; par exemple a, < x, < а») 
b, « yo < bs; on éliminera x entre les deux équations 
proposées ; l'équation résullante F(y) = o admettra la 
racine yo, séparée par les deux limites b,, b, : on calcu- 
lera y, avec l'approximation qu'on voudra en appliquant 
les méthodes du chapitre. 

Connaissant yo, on calculera la racine de f(x,y)) = o 
ou ф(х, yo) — o qui est comprise entre &,a, ou mieux, on 
éliminera y entre f(x, y) == o, $ (х,у) — o et on calculera 
la racine de l'équation résultante qui est séparée par ау, аз. 

Il est en quelque sorte obligatoire de procéder ainsi, 
car l'équation résultante peut admettre des racines 
qui ne soient pas communes aux deux équations 
proposées. 


FORMATION DE L'ÉQUATION RÉSULTANTE. 


L'importance de cette question fait que de très nom- 
breuses méthodes ont été proposées. Nous nous tiendrons 
à la méthode de Bezour qui paraît être la plus pratique. 


MÉTIIODE DE BEZOUT 
Soient 
(1) Am + Аус + Agri 72-1... Ant An =o, 
(2) Вот. Вт... -Bmt + Bnr, (mcn) 
les deux équations proposées, Ag,.... An, Во... Bm étant 
fonction de y. : 
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Multiplions l'équation (1) par B, et l'équation (2) par 
A mnm, puis retranchons l’une de l'autre les deux 
équations obtenues ; il viendra 


(3) (А,В, — A,B e" (А,В,=—А,В,)2"—2 +, 


équation qui remplacera (1): on étudiera le système 
(2,3). 

On peut aussi mulliplier l'équation (1) par Bm, l'équa- 
tion (о) par Ал, retrancher ces deux produits l'un de 
l'autre,'diviser par œ et considérer le système formé par 
(2) et cette nouvelle équation que nous désignerons 
par le numéro (4). 

On opérera sur le système (2.3) ou le système (2,4) 
comme on a opéré sur le système (1,2) et ainsi de suite. 

On peut encore remplacer (2,3) ou (2,4) par (3,4). 

On arrivera ainsi à deux équations du premier degré 
en 2 entre lesquelles on éliminera æ; il suffira de tirer x 
de l'une d'elles et de porter dans l'autre. 

Cette méthode, fort simple, se passe de commen- 
taires. 
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Calcul des racines des équations numériques 
transcendantes. 


PREMIERE MÉTIIODE 
EMPLOI DU THÉORÈME DE STURM 


Le théorème de Sturm, tel qu'il a été énoncé (p. 32), 
s'applique à l'étude des équations transcendantes 


fa) = o. 
sous condition que les fonctions 
Je), bat, Mai, fma) 


soient continues (et tout spécialement ne deviennent 
pas infinies) dans l'intervalle a, b qui comprend les 
racines à déterminer. 

L'usage de ce théoréme permet de calculer les racines 
de nombreuses équations transcendantes ; nous allons 
en donner des exemples. 

Il est presque superflu de dire que les équations 
transcendantes ne peuvent, en raison de leur diversité, 
se préter à une étude générale. 
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I. ÉTUDES D'ÉQUATIONS EXPLICITES DIVERSES 


I. x Log x —Loga- —o 


(logarithm.s de base е = 2,718....) 


Posons 
у = z Log x — Log a 
y' — Log ж + 1 
Pa 


Y = 
2 


et examinons dans quel cas 
y, Y» Y 


est une suite de Sturm. 

Remarquons de suite que y = o n'admet que des 
racines positives. En nous référant à l'énoncé du théo- 
rème de Sturm de la page 32, nous voyons que 


Condition III: y” ne change pas de signe de œ = 


m | = 


àx= + œ; 
ys I 
Condition IV : vi s'annule pour œ =-; or, Y ) 


ï 
= c>oety B devra étre négatif : 
ej e 


1 ï = C: Ze. ES. 
у Гора < о, Loga>- -=,a>e *e 
e 


Condition H : y' s'annule pour fiac pour cette 


: Я ï 
valeur de œ, y* n'est pas nul et y devient — zz Loga: 
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1 


d А : 
y (=) n'est nul que sia=e *; l'équation a alors la 


. 


a 1 
racine double g et nous savons que nous devons la 


compter comme simple dans l'énumération. 
! 


Si nous avions a < e *(IV) nous prendrions y, у’, 
— y' comme suite de Sturm. 

Nous sommes en mesure d'étudier l'équation proposée ; 
par exemple déterminons le nombre de ses racines 
réelles, en remarquant que 


” ~. 
Y 20, 
, 


Y >osim>e-? 


y'<osix<ec-t 


et aussi que y(o) > o sia < 1, у(о) <o si a > 1, 
1 

y (so) > о, caro x Logo=0; en elTet, si ace *, nous 

prenons la suite y, у', — y" et nous avons 


yle) > o, y (e) < o, — y'(s) < o, 
у(оо) > o, y'(eo) > o, — y'(eo) < o, 


ce qui donne les successions de signes 
"= \ pas de variations perdues quand on passe 
( d'une suite à l'autre, pas de racines posi- 


X C sa | tives, donc pas de racines réelles ; 


1 
. sie *< a< t, nous prenons y, y”, Y : 
wel > о, y'(0 <o, y) > o 
у(ео) > о, y (so ) > Ó, y'(eo) oi 
+ — + | deux variations perdues, deux racines 
+++ | positives; 
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+ , LÀ 
Sia > I, nous prenons encore y, y’, у”: 


ys) «o, y(e) 250, y'(s) o 
y(so) >o, y'(so) zo уо) о: | 


= + 
| une variation perdue, une racine posilive. | 
d ` =P + 
I 
Justifions ces résultats. — Sur le vu des dérivées 


ёге et gème, 


y=. Log z — Loga 


`. І . 
a un minunum pour 2 = e qui est 


= é 


e 
Loge * = Log a = Log < 


si а < e ©, ce minimum ез! positif et y ne peut s'annu- 


ler: y n'a pas de racines réelles. Si 1 > а >e ©, ce mi- 
nimum est négatif ; 
1 E 
y(s)>o. yle */—Loge *— Loga <o, у(оо) pn: 
1 
deux racines positives, séparées pare *; 
sb a > s, 
1 
y(s) <o, yle e] < o, y(eo) >o; 
1 


il n'y a plus qu'une racine comprise entre ё © el + eo, 


Application numérique. — Proposons-nous de calculer 
la racine posilive de l'équation 


æ Log x — Log 100 =o. 
CALCUL NUMÉBIQUE, 6 
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Nous sommes dans le 3° cas. Nous devons prendre la 
suitey,y,y”; 
pour x = 3, nous avons les signes -+ + — et pour 
х=: + + +; у Y ne s'annulent pas entre З et 4, 
nous pouvons appliquer la méthode d'approximation 
de l'introduction : 
: 4 NZ 
y(3) = 3 Log 3 — Log 100 = Log Se 
Ai 

y(4) = Log Ea a 
y (2) > о, 
3< 


^ 


zc 

y (z) > o 

3<2< h 
ces divers signes indiquent qu'il faut prendre comme 
nouvelles limites 


x ï y(4) 
=: 3 DIU LIAE = — ZĘ 
а==$ + Y yy: 02 =b yg 
56 251 
Log 21 Log > pops 
3 I T c 1+ Log 4 Log 4e 
"Pain 


А ces rapports de logarithmes supérieurs, nous pou- 
vons substituer des rapports de logarithmes vulgaires, 
ce qui facilite les calculs, et écrive 


log 27 — log roa __ M^ 0.5686 


— 34 — = 3,5823... 
log 27 — log 256 0,976 


ly = 3 + 


log 256— log тоо 0.4052 
l —4————————4———— = 3,6 a: 
SCH log 4 + log e ! 71,0361 3,605 
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et nous pouvons prendre comme nouvelles limites un 
peu plus simples : 


d, = 29,98, d, = 3,01; 


de là nous passerons à аз, b, etc... on trouve ainsi 
3,5972850... à moins de 0,000 ooo 1 par défaut (EuLER * 
trouve 3,5972852). 


П. x—cos x = 0. 


Gette équation n'a évidemment qu'une racine dans. 


l'intervalle o et >; 


posons y = = = cos z, 
d'où y = I + sin = 
== 609/0; 


y. у, у” constituent une suite de Sturm pour l'inter- 
т e 

valle o, z; en effet, y" ne changeant pas de signe dans cet 

intervalle, la condition III est vérifiée ; la condition IV 


` > т 
l'est aussi, car у’ s'annule pour z == ak q eż valeurs 


D T LP D 
non comprises entre o et 7; la condition II est aussi 
vérifiée et de méme les autres conditions. 

On a 
Y (0,7) — 0,704 ..., y'(0,7) = 1.644 ..., 
y(0;7) = — 0,064 .... 
y' (0.8) — 0,096 ..., y (0,8) — 1,717 ..., 
y(o,8) = 0o,103,... 


* Ern 3. 
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Ce qui donne les successions de signes 


la perte d'une variation indique la présence d'une 
racine entre 0,7 el 0,8, ; comme y’ et y" ne changent pas 
de signe dans cet intervalle, on peut appliquer les 
méthodes d'approximalion ; on trouve, à moins de 
0,00000001 pres : 0,73908512... 

(Eurer trouve * 0,739084;7...). 
On traiterait de même 


» 


sin © + 5a? — 4x* + Że — 6—0—y: y. y y”. y", y" 


est suile de Sturm. 


II. ÉQUATIONS Y= 0 POUR LESQUELLES ON FORME 
UNE RELATION LINÉAIRE ET HOMOGENE ENTRE 


у n d о 
1. x--tangx==0 (cordes vibrantes). 


Celte équation a évidemment une racine et une seule 


1 ` 
comprise enlre nr et (n S d z, n enlier quelconque, 
\ 


différent de zéro, 
On peut l'écrire 
DL COS T — sin T 
———:=оу, 
созт 
ï 
cos T 
rechercher les racines de 


= 0 n'ayant pas de racine réelle, il suffit de 


y = © соз 2 — sin x = o. 


° Ески, 1, ff 521. 
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Nous calculerons la plus petite racine. 
On a 
y= cosi — sini, y'= — œ sin z, 


y'—-—icos œ = sin z; 


éliminons cosx et sina entre ces trois relations; il 
vient 

(2) (аё ++ 1)y — 20y + y" = о 

Celte relation montre 1° que si deux des fonclions 
y, Y^ Y, Sannulent pour une même valeur de z, 
différente de zéro, la troisième s'annule aussi ; or, y' ne 
sannule que pour œ = o ou sinz = o; pour œ = o, 
y et y" sont différents de zéro; pour sin x = o, y et y" 
sont encore différents de zéro ; la 2ème condition est 
vérifiée ; 

y” ne change pas de signe dans un méme quadrant ; 
on peut donc envisager les intervalles 


8—8; — + ei — = + z, — — €; etc... 
2 2 2 2 


enfin, la relation (x) se réduisant, quand y” est nul, à 
y(r* + 1) + ym =o; 


on voit, puisque œ> o, que y et y” sont de signes 
contraires comme le veut la condition (IV); il reste 
donc simplement à s'assurer que 


y = — (œ cos œ + sin x) ou œ cos æ + sin x 


ne change pas de signe dans les intervalles considérés. 


т т 
Intervalle о, = ou ғ, mE - 


y <o, y' < o, y < o, pas de racine; 


A E 


6. 
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š т 7 
pas de racine non plus de > =7+ s à X => x — e, car 
cos œ y est négatif et sing positif. 
+ oT * SS e DE) 
Entre z + « et cy BE positif ; y' est positif ; 
de plus, y est négatif pour © = z + s, positif pour 
т TE : à 
Am RIEN il existe donc une racine dans cet inter= 
valle et y, у’, y” y est une suite de Sturm. La racine de 
cet intervalle est comprise entre 4,4 et 4,5 ; en effet, pour 
x == 4,4, y”, у’ y prennent les valeurs 


2,9..., 4.187..., = 0,4006.., 
et, pour 4,5, 


1,02.., 4,398885... 0,038949... 
d'ou les suites de signes 
++— ++ +: 


une racine est donc comprise entre 4,4 et 4,5. On peut 
appliquer les méthodes d'approximation. 
On trouvera 


4,493407... = 257 27 ` 12^, 268. 


EuLER* trouve 4,49340834..., Poissos** : 4,49331... et 
BERTRAND**" : 4,493409 457909... 

Le procédé qu'on a suivi peut servir à calculer les 
autres racines. 

On traiterail de mème l'équation 
y =(4 — 8x°) sin X — 4x cos x =: O (vibrations 
d'une sphère élastique). 

* Eca sn 

** Porssor 


*** BERTRAND 
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On trouve les racines 2,56334..., 6,05867010... 
Aussi : y = (e*-4+e- 8) cos © — а = 0, qui a la racine 


4,73004099... et y = (624 ë 8) cos x + 2— 0, qui a la 
racine 1,87510402... 
Poisson * calcule correctement ces racines. 


III. ÉTUDE DE L'ÉQUATION ** 


(1) 
Qus: = | — ZE Жы -- TS E Ex 
w (n+) ` 1.2(n + rin + a) 
u” 
та (п 1)(n + ауп + 3) 
ZZ WZ = Эш, 
r.2.3.4(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n +4) `7 
On a la relation 
(2) Ya + (n + ÜY n + uy", = o, 
(3) —(n + DY a= Yit 
ce qui permet de transformer la relation (2) en celle-ci : 
пун эса 
(4) Ил $466 |= o. 


Supposons qu'on ait 
u<n+u; 


il est alors visible que 
i — а >o 
HAEDO ^ 


* Porssos. 
** Muawrre, i. 
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uż ui 


ra(nJ-i1Xn-o-3)  1.2.X(n4- (n ап 3) 


= - ы >0,... elc 
"лабайт CH Т а B< тү 2: 


d'ou 

Yn > O. 

Nous pouvons prendre 

(S) Ya, Уп, Y'n -=s Y'n n+h<u<n+h+t, 


pour suite de Sturm. 

En effet, entre trois fonctions de la suite (S) existe une 
relation de récurrence qu'on déduit aisément par déri- 
vation de (2), montrant que quand l'un des termes 
de (S) s'annule, l'un des termes qui lui sont consécutits 
ne peut s'annuler sans que tous les termes de (S) 
s'annulent ; or, 


mn Juda, p EY RA => ada 


Yn—- — Y n= — — P 
n+ 1 n+ 1 (n+ 1)(n + 3) 
et = MES 

у„л=—-————————==,-. 

F (n + 1)(n + 2)(n + 3) 

yh, = a N A сз a 

ç (n+ 1)(n + 2)... (n + h) 
(= 


— (n+ 1)(n +2)... (n + h) 


Ты u 
| REED EO ann sera Ç | 


donc у?» est positif, puisque n +h <и< п + h+ 1. 

La suite (S) renferme un nombre de termes assez 
grand si h est lui-même quelque peu élevé; on peut 
alors prendre la suite 
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(S) = ys Y wy ny my ar yn» Yn. -.. Уві, 

car de (2) on déduit aisément 

(n+ Bir n (n+ Rita An 6)—2u]y*s 4- (n4- 4)u*y'n—o, 


ce qu'on écrira (3) 


6 ME 
Wi ee 1)(n-+ 2)(n + 3) 
= Ун+5 = 
NE та аа ЗХ CES 
+(n+4)w? mi 


а раи ааа Эу E87) zj 


d'ou, changeant n en n + 2, 


Yn-cs 
(RH) За +4Xn +5) 
— (n--7) ec 


(n 4+3)(n4+4)...(n47) 


- En An keet, 
+ (n+ 6)ut (n +3)(n+4)...(49) — x 


changeant encore n en n +2, 


Yn: 
Be (n +n +6) +7) 
—(n+9) i 


(п+-50л--6)...(п+-9) 


* Yn+ 9 — 
FOR Ga а) 7 
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Ces deux dernières équations peuvent d'ailleurs 
s'écrire, en vertu de (8), 
(n -- 8)y*, — (n +7)[((n +6)(n 4- 8) = ашу? 
+(n + 6)u*y*, = o, 
| | (n oi, — (2-9) [in 4- Sn +10) — ашу» 
+(n-+B)utyy = o 


(5) 


la loi est évidente ; et les relations de récurrence don- 
neront 
ur yu? “г Y us Y'n: y"n yn; 
la relation (2) dérivée : 
Y 'n+(n4+2)Y n -- uy". =o 

donnera y”,, une fois y'„ et y", connus; 
enfin, (2) donnera y;. 

П est à noter que le calcul de zept), avec une appro- 


ximation donnée, ne nécessite pas qu'on prenne un 
grand nombre de termes de la série ; on a en effet 
em 
y Ir +) S R Ee Prae 
< (n+ 1)(n42)... (n-ap+1] 
ц п? u 
STER € "YZ POY T PI {еги 
r.n4d-»p3- ` 1.2.(n+-ap+-1)(n+-ap+2)|  3(n4+2p43) 
u<n42p41 
Supposons u == 20, n — 10; on prendra 2p +1 = 11; 
l'erreur absolue commise en négligeant le terme sui- 
vant u? sera moindre que 
1 e 20* 
(1043-1) j102- 3). ..(104- 11) À T.2.3.21.22.23 
et l'erreur relative comparable à 


зо" 


nadana gg 77 9:19... 
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en négligeant en u°, u*,... l'erreur relative serait com- 
parable à 0,08... 

Tous les calculs se feront avec une table de facto- 
rielles *. 


Applications. Ï. Soit 


x? x a 
+ ay й.з.3Ў * (1.2.3.4.5) 


у= 0== 1=-T 


de 0 à 3 on peut prendre 
y. y" Y 


pour suite de Sturm et on constate que de 0 à 3 il y a 
une racine; on peut appliquer les méthodes d'approxi- 
mation et on trouve 1,4458 ....; pour la seconde racine, 
il faut prendre y’, у”, y", ...., y"' et on trouve ainsi la 
la racine 7,6178154.. (PorssoN ** trouve 7,6263..). 


Application II. Soit 

i. cui t mx 
оу н 0023) 34) ` 

(membranes élastiques) 
y, Y y’ est une suite de Sturm dex=0à x= et 
on trouve la racine 3,6795... ; (Porssox *** trouve 3,55); 
pour la seconde racine, il faut prendre 

y.y Ye. 


suite qui donnelaseconde racine12,3046142...(Porsson*** 
trouve 12,41). 


` 
* Hover. 
** Porssox, p. 522, 
*** Porssox p. 500., 
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IV. RECHERCHE DES RACINES RÉELLES 
DES ÉQUATIONS * 


La série du second membre ne converge que si 
—1-« œ < I; elle prend une valeur positive si z < о; 
nous avons donc simplement à chercher les racines 
comprises entre o et 1. 

Rappelons quelques formules. ** 

(1) Sek 10) — PP FG npn) 

= 
(IT) «(1—2)F(a- 1,8.y.2)4- [y—20— (B-_ Âa) ]F (a, B. ac) 
—(y—2)F(a —t,B,y,z) = o. 
(HI) íy[xz—(y—B)z]F(z,B,y,z)—zy(i—m)F(z+ rp yt) 
(у — ay — Bel (х, B. y+1,2) = о. 
ау) Ү(ү—1(#—1)Ё(х,ф,ү—1,) 
+yly— i —(ay—a—B—  )z]E(z, B. y, ж) 
-+(y— ay — ByeF(a, B, y+ 1,2) = 0. 


(V) Pie, By, x) — F(a,B,y - 1,2) 
—— Fen nsa). 
(VI) F(a + 1, 8,3, z) — F(x, B, y, x) 
= Fondi dns). 


* Kiers; Honwirz, 2; Hirnenr, p. 337; Srierryks, p. 337; RMB. 6. 
** Gauss, p. 107. 


www.rcin.org.pl 


CALCUL DES RACINES DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 1009 


1. о<а<1,0<8< у. 


Ici, ` ` T> zf et, à fortiori, x étant < т, 
^ 


a vs E 
L. Y 


considérons les deux termes consécutifs 
__a(z+1)...(x+an—n E CEET EW 
== 1.2.5... 2 n. 3-1)...(y-- 2n —1) sa 
ZE _ œ(att)...(at28n-1V x420).B(B4-1)...(B4+2n=1Y84-2n) 
MEV 1.2.3....9h (an+ 1 Jyfy+1)-.-(y+ 2n— ytan) 
de la série ; leur rapport a pour expression 
Шея: _(aanXB+an),. 
Um  (1+any+an) ? 


anti, 


or, puisque 


on a aussi - 
a+an _ Ban _ 
ion © ' quan © 
et, x étant moindre que ï, 


Шал atan _ fan 
Um — 1+3n y+on 


(2) Unta < зп: 


la série pouvant s'écrire 


Z ый {А 


1. 
+ (ив — Um) +... 


CALCUL NUMÉRIQUE. 


F(z.B.y, — RER = ts) + (Ug — Us) (Ua = uz) +... 
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il résulte des inégalités (1, 2) que l'équation 
F(a. f. v, — œ) = o 
n'a pas de racines réelles dans son domaine de conver- 
gence si a — 1,8 <y ; alors, quel que soit z, —1<2 «1, 


F(ab. y, — œ) > o. 


и. o<a<r В > уо 


Théorème. La suite 
+ dia. Betri 
(5,) F(x, Bak usc 
F(z.B.y+ 2,i)..... F(z,B.y.+ pz) 
vrtp=tr<B<y+p 


‚ F(z By + 1,0), 


est une suite de Sturm. sous réserve de changer les signes 
de quelques-uns de ses termes. 

Nous venons de voir que F(z,f,-- p,z) ne change pas 
de signes dans l'intervalle de convergence — t, + 1 de 
la série. 

On sait, de plus, (IV) que 
(A) Gr I) (Qr h — 1) (от) F (x... Fh — 1,2) (zh) 

[rh —1—(243— 2— B+ 2h—1)x] F(x, fs -I- h,z) 
Ta 24А) (4 —B+ h) ic F(z,B,y+ h+ 127)—0 ; 


élablissons maintenant une relation enire 


dvi x. Ba) 


Fa Bal, E ‚ F(a.B.x + 1.2) ; 
on a (D 
1. Е (2. f. 4.27) = Fat 1,864 1,44 1,2), 
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donc (Y) 
x BT 


ymi ) 
=F (x, fm) — F (x B, =Â 1,7); 


ыр = Е (x, f an) = — TF(z4-1,864- 1,44- 1,2) 


exprimant F(z,8,«— 1, œ) à l'aide de F(2,6,q.œ), 
DCK + 1.2), (IV), 


il viendra 


(B) +U— œ) F (CHE !-Ьү(ү——%)К(а.ф.ү.2) 
— (уж) (y _ 9)F(x.B.y+ 1,27) — о. 


De cette relation, on déduit sans peine une relation 
entre 


F'(x.B.y.œ), Fiabe) Fla Byta w); 
on a en effet (IV) 
(y+ 1); (i — Е (а, 8.4.2) == (y+ i)[y — (аү—&—@-+ De] 
F(z.B.y+ 1,0)+(7—a+10)4—B+ rus, Ber 2.8); 
portant cette valeur de F(x,8,y,2) dans (A), il viendra 


(C) (4-1) — œ)? F (2.8.5. œ) 
ei (у A 6—2— B Gr (2 — B+ 1)œ] 
Fia. Bayti, 2) 
t (1—2—8)(q—24- ()(y—B+ 0) F(2.8,74 2.3) =o, 


En vertu des relations (A,B,C), la suite (5,) est bien 
une suite de Sturm. 
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и. a>1. B >y >o. 


Théorème. La suite 


(Sy) Fia. ian), ерта), К\х=—-1,8,ү,2), 


К(х—э.8,ү.),..., Еа — i Byt), F(x — i Byt 1,2), 
F(z— i byt 2.2)... F(x — UB, ham) 
oc x—ic t, yth—i LB 4-4-h, 
est une suile de Sturm, sous réserve de changer les 
signes de quelques-uns de ses termes. 
Il nous suffit d'établir qu'il existe une relation de 
récurrence linéaire entre chacun des termes de cette 


suite. 
On a (D 
L F (2.8.0) = F(a+ 1.5— 1,y-+ 1.10) 
et (VI) 


= F(a+ 1,64 y+ т) = F(x+ 1,8,7.) = Fis Ra) ` 
donc 
= F (ay, 2) = (ә 1.8.3.) — F(x.B."%.2) ; 
de plus (II) 
x(x-=1)F(x+1.B..r)=[(y=_=>902-(5-Â2)2]F(2.6.q.0) 
— (q—2)F(a — 1,5,9,0) ; 
on en déduit 


(D) (m— mF (а, Вр) —(4—x— B)F(2 fc) 
"FQ —a)F(x— Lun). 
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Ensuite (II) 


delen F(a Bir] = [y 2342 = (B=2+ 1)2]F(a— 15.5) 
| _ (у — a+ Еа —2,ф ү. ®) P 


portant dans D : 


(E) (z— 1} (a— T 
= (q-2)(y-2+1)-B(qy = 222-2)- B7 8-1) À Far Bar z) 
—(1—2— B) — at )F(a— 3.8.4.2) ; 


aprés cela (II) 


(F) (x— a) — 1)F(x — 1,8.) 
—[1—224-4—(8— x+ 2)]Е(х — 2.8.4.2) 
—(q4— a--3)F( — 3, 8.4.27), 

LE... 
Si В < ү. nous arréterons la suite à F(a — i, 8,40), 
o< x—i- 1; sinon, nous prendrons (Sọ) en entier. 
Il nous faut alors de nouvelles relations de récur- 
rence. 


Nous avons (ПІ) 


10-1 (ype F(x- 1,840) — (x— iy [t — 2) F (a — (HF 1, uoc) 
(а) ly — Bac F(a— i. Bey 1a] о 
et (IV) 
(G) Qr pot p— 1) — 1)F(x i pyp 1) 


+H(+P)[7+P-1-(244+2p-24+i-B-=1)œ]F(2-i.B.y+ p) 
Gd p—2 e p BjeF(a— Byt PF 1,2)—0, 


et la proposition est démontrée. 
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LV. L'un au moins des nombres z. 6. y est négatif. 


Nous avons (Gauss, loc, cit.) 


ŒF(2,8.7.7) TT dF(z.8.y,x) 
(x — 22 je + [r—(a--B--1)0] = 


et, par dérivation, 
(F 


ФЕ 
(z — œ") qa + [147 Gb B+ 3)œ) pa 


— (a8--a-- B+ 1) 3779 


Nous prendrons 
(=) F dF dF ФЕ dF 
‘de dé de den 
comme premiers termes d’une suite de Sturm ; nous 
nous arréterons à l'indice n défini comme il suit. 


On a (D 


TF % 
Ер 24+1, 841, 741.8), 
dx ү 
d'ou 
TF " 
a =(<) а-э, fa, 142.2), 
da? Y í ç K 


dk _ (ap — | 
— (7) F(z4- n. 64 n, y + n.z), 
da” + : ! 


et nous choisirons n de maniére qu'on ait 


a4+n> o, B+n—>o, y+n—>o; 
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nous prolongerons alors la suite (s) comme il suit : 
1? Si «+n > 1, nous lui adjoindrons 
(21) 

F(x4-n— 1, 5+n, y+ nc). F(x4- n—2, B+ n, YHE) 
l'ía-- n — p. B+n, x -- n.i) 
о<а+л—р< 1; 
dans le cas oü B+-n est < y—+n, s. 5, est une suite de 
Sturm complète, саг F(x + n — p. B + n, y + n.e) ne 


change pas le signe quand œ varie de — 1 à 41; si 
B+ n > үп, il faudra prolonger (7,) par la suite. 
(72) 
К(а-Еп—р, 8-Еп,ү-Ел-{-ч1 г), Foz n-p. B+ ng naim), 
F(x4-n—p. 8+r, sich 
Y+n+q- i < B+n < 74+n4+q 
et la suite 5, c», 5, sera une suite de Sturm complète ; 


2" Si x+n < r mais @-Еп — y--n, nous adjoindrons 
à с la suite 


(7a) 
F(a4-n. B+n. yntra) F(x4- n, 84-n.X--n4-asm) ..., ` 
F(z4-n, Bin, y+n+k,x), 

Yy+n+k=1< Bán <y+n+k 
et c, 5, sera une suile de Sturm complète. 
3* Enfin si 
a+n < 1, BHn x+n, 
Fian, 84 n. y-- nc) ne change pas de signe quand ;z 
varie de — 1 à + 1 et 7 est une suite de Sturm complete 
pour Fiz, B, v.c). 
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Nous avons écrit les relations de récurrence liant les 
termes de s. Les relations de récurrence liant c à 5, 
ou c; s'écrivent sans peine, celles qui lient de c; à c; 
également. 


DEUXIÈME MÉTHODE 


SUBSTITUTIONS SUCCESSIVES 


Les conditions nécessaires et suffisantes d'appli- 
cation de cette méthode et sa définition ont été 
exposées p. 68. 


Nous allons lappliquer à l'équation classique de 
KÉPLER. 
u=t+esinu (e — excentricité < 1, 5 = constante) 
qu'on rencontre dans le mouvement supposé elliptique 
des planétes. 


On a 
o (uj=t+esin u 


s (ш) = ecos u 
—e < o Xu) <e, —1« »'(u)« 1 


et on peut appliquer la méthode. 
Praliquement, on prend ш, = $. 


TROISIÈME MÉTHODE 


PAR LE CALCUL DES DIFFÉRENCES 
(Voir p. 119) 
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MÉTHODES DIVERSES 


Les méthodes d'approximation de Newrox et de 
LAGRANGE (p. 51) sont applicables aux équations trans- 
cendantes y—f(x), sous condition que f(x) soit continue 
dans le voisinage de la racine à calculer. 

ExEMPLE : Soit l'équation 

F(x)=xlogx--2=0* 
qui a une racine x, comprise entre З et 4. 

Posons, en admettant, comme il est vraisemblable, 

que 2, est voisin de 3,5, 

ay = 3,9--h 
et prenons (NEWTON) 
F(3,5) 

F (3,5) 

Faisons le calcul avec 3 décimales, en notant que 
2— x logx ` 


Kiss 106 c +loge et h=; | +Á >= : 
> > Б log e +log x 


x = 3,5 log e — 0,434 
log x: = 0,944 log x = 0,544 
xlog x = 1,904 loge+logzr = 0.978 
on a 
2 — x log x = 0,096, 
donc 
0,096 = 
h =="? - — 0,098 
0,975 


et on a cette valeur approchée de x, : 
Jy = 3,598. 


* BERTRAND, p. 279 
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Une deuxième approximation donne 


ic log œ = 2,0007082, log e + log œ = 0,9903557 


et 
X log œ — э = 0,000708»; 


d'où 
h == — 0,0007150966 
Ta = 3,5972849 ; 
une troisième approximation donne, avec 10 décimales 


exactes, 
Xa = 3,90972850235. 


Nore. — Certaines équations, fort compliquées, ne se 
prétent guére aux méthodes d'approximation. On est 
alors réduit à des essais, à des tátonnements successifs. 
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Calcul des différences 


I. — DÉFINITIONS 


Soient les nombres 
(1) Das My, Ba, er Hg Ba? 


l'expression 
Up+r WS Up == Мир 


est appelée différence première de цр. 


Considérons maintenant les nombres 


(2) Uy = Цо, Ug — Uq rers Un = Un 
ou 
Atty, Ащ,..., Au, : 
l'expression 
(3) 


Nu = Апр Alp, = Up — Up— (Up — Up) 
= Up- — Apt Up 
est appelée différence seconde de u,. 
Semblablement 
(4) D'u = A uy — My, — Upp pk Up. 
(Цр 3p—,-71- Цр) 
=p — Jp 3üp—4 Up 2 
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est dite différence troisième de up et, de meme, 
(9) 
Lay — Aup- Alte = Up — SUp t 3Up. 1 — Up; 
-(Up- Sg i + Up. 2—Up—4) 
= Up —AUp Up; — Mp. + Up 


en est la différence quatrième. 


D'une manière générale, 
(6) AN —Ah щру АА шр 


hí h 1) hih — 1Yh— а) 


= Upa — huy + 5 Ua ир 


1.2.3 
est la différence d'ordre h de up. 

Tableau des différences 

Il est souvent utile de disposer comme il suit les 


nombres uo, Us, tilge.. et leurs différences successives 
(nous supposons qu'il y a 7 nombres u). 


Аи, Ju, КҮТ Au, Au, 
Au, КИ Au, | Au 

Ми, Ми Nus 

Au, RUA 
Au, 


RE Àu, Au, Nu, AU At, At, 
| 
| 
| 


On voit que chaque lerme du tableau est égal à celui 
qui est placé à la gauche, diminué du terme placé au- 
dessus de ce dernier. 
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II. — FORMULES DES DIFFÉRENCES 
I. Les formules (3, 4, 5, 6) sont fondamentales et se 
passent d'explications. On remarquera que les coeffi- 
cients de la formule (6) sont ceux du développement de 


(0 — у ji. 


Cette formule exprime A^u, en fonction de up, 
Ugen UT <>, ph Steg 

On peut la démonirer rigoureusement. On prouve 
que si elle est exacte pour Aku, elle est en conséquence 
exacte pour Aż+'u,. Etant vraie pour h= 1,2,3, elle 
sera vraie pour h = д, donc pour ћ = 5. etc... 

Voici le raisonnement. 

On a, par hypothése. 

(7) 
Alp = Up41-hUp4+ 


h(h= h(h—u(h-a) 
= lu >> => 


еа. prp 
et, par dé finition, 
Ap up May — Mua, 
ce qui s'écrira (7) 
h(h— h(h—1Yh—-2) 
Ah p= пра hup 2 ЭР. HL at... 
1.2.9 
hi h — hih —1 X h—2) 
— | up—hħhuüp— + T Ups" Ï us. 
(h+ h ENER 
== — Up41-(h4+1)Up+ ` Fei ENT Wer TEE 


formule qui, d'une part, est donc une conséquence 
de (7) et qui, d'autre part, n’est autre que la formule (7) 
où l’on augmente h de une unité. 
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П. On a, par définition et successivement, 
u, = Ug + Аһ, 
I1 — Uy + Ап — (Ust M) + Su + A" Uj = Ug + аи Mun, 
U€ — и, + Ай» = (ü, + 2 NUS + Mus) + Ац, + Mun 
= (и, + 2 Au, + Au) + (Aus + Au) + (Atu + Auo) 
= Ug +3 Ац, ЗА, + NP, 
etc, 
la loi est générale et se démontre comme au І : 
Xp— 1 
(8) Up — U, + p Уц, + „I L BE H gaj Tuam susp ABDA, 


Les formules (6), (8) sont fondamentales. 


II. — DIFFÉRENCES DES FONCTIONS 


Soient des nombres quelconques 
Cir Des La, Las en 
et f(œ) une fonction donnée de œ ; 
Ax) — fs) — Лал). АЙ аа) = fiza) — Bach 
A fw) — fit) =Â fies), .... 
sont dites différences de la fonction f(œ). 


Ordinairement, on prend pour Xis Ty, Жз, Lys ... des 


nombres 
Lis 0, +h, x 4- 2h, œ; 43h. ... 


en progression arithmétique ; 
fic) = After) = fie +h) — fix) 

est alors une nouvelle fonction de œ, de même que 
Jx) = А Јас) = fa 4 h) — fil L) 
Jx) = A (а) =) (а + h) — faac). 
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ExEMPLE I. Soit la fonction 
yat 
on a 
Ay =at +i — а= — a*(ah — т); 
Ae = at+Hh(ah —1) — азан — 1) = a*(a^ —1)* 
Ary — a?(a^ —1)P. 
ExEMPLE II. Soit la fonction 
y= sip e; 
ona 
: - i Je VER h 
Ay — sin (+h) — sin æ= a sin z sin [z+ "i 
el on en déduit aisément 
SANT h 
py = - e= © 
Ағу (з sin = ) sin(--p a 
ЕхемріЕ III. Soit la fonction 
y=ëtx(x+h)(x+ 2h)...[X+4(m-Â1)h] 


qui est de degré m par rapport à x. 


On a 
Ay = mh(x+ h)(x+2h) ... [0-+(m— 1)A] 
A*y— тт Mët + ah)... [Ç+ (m— u)h] 


Ami = m(m —1)...3.2.hm—![z-- (m — 1)h] 
Amy = m(m — 1)...2.1.hm, 
Ат+1у — o, A"-F*y — o, elc... 
ЕхемРІЕ IV. Soit le polynôme 
y — fr) = аут a, a? 7! 4- asm? 4- ., + Am. am. 
On a 
Ay = fath) — fix), 
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ce qu'on peut écrire, d'après une formule bien connue 
du calcul différentiel, 


h 


Ay — bf) x Jn) 4- Jf) + fo: f(x) 
== (X) + == т Р... — . 
- É 1.2 4 T mt 


1,2,3 
= mha" 4.. = 0-14... 
et, de même, 


Aty — (m — rhhbyrm—? + ip. 
= т(т — 1)h*ayrm—* 4... 
de méme encore, 
Ay = m(m — 1) m—2) Pasa m—? +, etc... ; 
finalement 
(9) Ату = m(m — 1)(m = a)...3.1.h'a, = hm fm(zr), 


Cette différence étant indépendante de œ, les diffe- 
rences suivantes seront toutes nulles. 


La formule (9) a une grande importance pour le 
calcul des racines d'une équation algébrique. Nous 
alons nous en servir pour calculer rapidement les 
valeurs que prend un polynóme quand on donne à la 
variable x des valeurs en progression arithmétique. 

Soit le polynóme 

Jic) — ж*— 52° 2-62 — 1; 
calculons directement 
f= 1) = — 13, До) = — 1. fe) r: 
les différences premières sont 
—1—(—13)—12, 1=Â(=Â1)= 2; 
la différence seconde est 


2-4 12 = — 10; 
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les différences troisièmes sont constantes et sont 
égales (9) à | 
3.4:1= 5. (EE Usi) 


Nous réunirons tous ces nombres dans le tableau que 
voici 


Jie) A* f(x) Aa" fiv 


— 1 — 13 13 | —10 | b 
O 1 2 | | 
+1 + 1 | | 


et nous еп déduirons, par de simples additions et sous- 
tractions, comme on va le voir, le tableau suivant 
qu'on peut prolonger indéfiniment en haut et en bas : 


A* fi a7) A? f(x) 
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Après avoir inscrit les chiffres du tableau précédent, 
chiffres écrits ci-dessus en italique, on écrit la diffé- 
rence constante Ô un certain nombre de fois dans la 
dernière colonne et on observe que 


a=x4+8= 10 4+6= — 4 
=> ap - qm Оса à 
b=qr+a= d ñ = П 
c=84b= т—2=—1 
d'ou 
D= e= 


on calcule ensuite et semblablement f(3), puis Eé), etc.... 
Des calculs tout semblables donnent f(= 2), puis 
(= 3), etc... 


Nous aurons, dans la suite, à construire des 
tableaux tels que celui-ci (p.  ). 


IV. — INTERPOLATION 


Voir p. 143 l'étude de cette question. 
Notons seulement ici la formule de NEwrox dont 
nons allons faire usage. 
Soit posé 
LT, =o Z= x +h, a4 — cu h= ah. 
Tett h= tt h ..., tg zy mh, 
et aussi 
а= fi ans), шу] (ars +h), us = für + 3h)..... Um=J(x.3- mh); 


Фу» Lio nen Lp Das Us en Um 


sont des quantités connues; f(x) est une fonction 
inconnue ; formule de NEWTON : 
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la fonction (æ) 


[z — ЧЕ —T} 
Ju. l l 
d Lo Ai, + : | Ди +... 


t 1.2 


T — La LE — т, »— To 
(SA ) T (= m + `) 


sf 21 Ant 


o (x) = u, 


prend les valeurs 
Шо, Uys Ua; es Um 


quand on attribue à x les valeurs 
Los 45 erer, 
el esl bien déterminée pour toutes les valeurs finies de x. 
On écrit cette formule symboliquement 


T- To 
p= mA) ^ , 


V. — APPLICATION DE LA THÉORIE 
DES DIFFÉRENCES 


au calcul des racines des équations algébriques 
à coefficients numériques * 


Problème. On connait les nombres 
Цо Аш, A llos. enn KPU 


relatifs à la substitution, dans le polynôme fix), de 
degré m, des termes de la suite 


Los Toth, Totalt... тА: 


* J. A. Senner, 
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on propose de calculer les nombres 
Ug. Su, Blg, is 5-1, 
relatifs à la substitution dans f(x), des termes ide la suite 


Lo Loth’, Tot Ab, en arg -(m— 1)h. 


Partons de la formule symbolique 
EM 


fir) = Dall ZA) hi 


b” ES? 
posons -— =>; on pourra écrire 
5 flag - ph") = ug( 1 + AMP + M — ug 1-4 AN 
= Hal) +A)” [(1-- A — 1]; 
de méme 
(agr ph = flet (p+ ih] — Sack ph”) 
= ut A)" [i + AP. — 1], 
et, en général. 
81 Ја ph) = ug(14- A) [(1 HA — x] 


Faisant p — o. 
St fa) = du, ==щ[(1-++ 5) — 1], 


Jormule qui résout le probléme proposé, et que les 
applications qui suivent expliqueront. 
Noter que dans le développement de 


[А = 179, 


on devra négliger les puissances de А supérieures à m. 


On déduit de cette formule les formules que voici et 
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qui suffisent pour les équalions algébriques dont le 

degré ne surpasse pas 5 : 

(10-3) i. (à-1)0— -2)(A-3) \ 4 
3! ET 


P 10-30-33) +| 


za | SZYC 
"wu 


` 


(k=1)(7h-11 ją CE! (3-2) 3-9 s 
12 : 


= (7—1 )АЗ-- 


5—1!) (4=1)(54=7) 
fs RCE A+ — 5 A* 
ДА At 5(X—1)4*] š 
==” A? 
où l'on a mis š, 83,..., А, A2...., A^ pour Gt, 8*U..... 
5 
АШУ ` NO e seet a 
SE „o DES ï 
Dans les applications, on prend d'ordinaire A = 15% 
Le 
pour cette valeur de A, les formules précédentes 
deviennent 
з= 0,1 A— 0.045 A!+0,0285 A?” — 0,0200625 A* 
+0,01011675 A’, 
£* = 0,01 4° — 0,009 A? о, 007725 A! — 0,0006073 A* 
5" — 0,001 A’ — 0,00135 A! + 0,0014025 A* 


z' 0,0001 À! — 0,00018 A 


2^ = o,00001 A’. 


Ces formules permettent, quand on a calculé les 
résultats de la substitution des termes dela progression 


unn La = h, me Lo +h, ... 
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d'obtenir, par la méthode des différences, les résultats 
de la substitution des termes de la progression 


h h 
aa y Dh — Los Lot sr 
10 10 


calcul qu'on peut aussi faire directement. 


Théorème 1. Sij les nombres uy, Aus, ..., Ати, sont 
de méme signe, 
Lg + (m—1)h 
est une limite supérieure des racines de l'équation 
(= о 


En effet, la relation 


c=" c— Lo (TE — m Ми 
Д{х)==п,+——= Au, + =Q "RZS: 
y h h ә 


a L — La [AC — Z 4 X — Xo "V | AM, 
0 || TG v. | =Â  — m + — —- 
h h h ] m! 


montre que fx) conserve un signe constant quand 
x croit de x; + (m = r)h à + so. 


Théorème 11. Si les nombres u), Nus, ... Au, ont des 
signes allernés, le nombre x, est une limite inférieure des 
racines de l'équation f(x) = o. 

La relation précédente montre que, dans ces condi- 
lions f(x) conserve un signe constant quand œ varie de 
Lo à = co. 


Définition. Nous appellerons diagonale relative à up la 
ligne oblique du tableau des différences qui contient les 
nombres 


Up, Аир, Аира ..., Ар. 
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Théorème III. Quand tous les nombres du lableau des 
différences situés dans la diagonale relative à up sont 
de méme signe, le nombre xy est une limite supérieure des 
racines de l'équation f(x) = o. 


Pour fixer les idées, prenons p — o et supposons 
Da > O, AU; > 0, ДЦ. 0, ..., Am 70, 


désignons par la caractéristique ô les différences des 
nombres de la suite 


Us, 1. Ues ssis Шт» 


qui ne sont autres que les résultats de la substitution 
dans f(x) des termes de la progression 


Los dy — h, Tę — 2h, .... To — (m — th. 


La formule de Newrox permet d'écrire 
А Œ — Lo. z= mi [e—a Adu 
fix) = Un иь | -——À | (=+ 1)——... 
5 h h ! 


m — La (X — E 1 — m ^ MUŁ, 
T(—1)n— — j)... 0 ni à c 
h h h . m! 


Or, 


ô U = Шр — ug = —(u,— Ш) = AU, 
to = ô Uq — d Ug (A п_,— Ап.) = Atu a 


oł 
re 
= 


et on démontre sans peine (en prouvant que si la for- 
mule est vraie pour l'indice p, elle l'est encore pour 
l'indice р +1) que 


P ug — (— 1)? Apu y; 
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cela permet d'écrire comme il suit l'expression de f(x) 
qui figure au Théoréme Ï : 


а т — 10 T — m [m — > Au. 
fic) = t, + = Aut A E: 24 ) — + iii 


L — Lo (L = 4 —.г A". 
+ je (Em )... 14 m—1 KE 
h (ТЕ; m! 


d'où l'on conclut que f(x) conserve un signe constant 
quand œ varie de z à + eo. 


Ces propositions permettent de reconnaítre au 
seul examen du tableau des différences si l'on doit 
ou non arréter les calculs soit en montant, soit en 
descendant. 

La proposition que voici indiquera, par le seul 
examen du tableau des différences, si un intervalle 
donné a, b ne comprend aucune racine de l'équation 


f(x) ==о. 


Théorème IV. Soient Ац, A? Up, .... Arup les diffé- 
rences de signes contraires à up écrites dans la ligne 
correspondante à up du tableau des différences ; si la 
valeur absolue de la somme 


Меи, цу, QM 
mr "Ber eg 
est moindre que |up[, l'équation f(x) = o n'a pas de 
racines réelles comprises entre x, +ph el x,+(p+ nh. 
Si T = Lo DÉI _ 
h Ex 


z croitra de o à r, quand x croitra de rę + ph à 
x, + Cp Dh. 
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On a d'ailleurs 


E z z(1=z) , 
Да) = »(z)— Up + Аар — ———— Аир +... 
` 1 a! P 
A 
° ż(1 — z)...(m— i — 2) 
+ (=1)"m=" X —— —— My, 


m! 
Or, z est compris entre o et 1 ; le coefficient 


21 —2)... C —1— z) 


a! 


3 А " `ï š 
de (—1)*A*u, est donc moindre que = Si donc 


(Atp | Aätts ` EP 
| + —— B. 
| « 5 


i D 


[Up], 


s (z) ne changera pas de signe dans l'intervalle o et 1 
et, par suite, l'équation f(x)=0 n'aura pas de racines 
comprises entre %+ph et 2,--(р-- 1)À. 

Soient maintenant a, b deux nombres ne comprenant 
aucune racine de l'équalion fix) = о; la valeur absolue 
que prend f(x) dans l'intervalle a, b ne pourra pas des- 
cendre au-dessous d'un certain minimum. 

D'autre part, la formule symbolique 

h 


Stup = uj 14-3) [i +Ñ) — 1 |7 (> = r) 


montre qu'on peut prendre h' assez petit pour que 
Su, soit moindre que toute quantité donnée. 

En conséquence, en insérant un nombre assez grand 
de moyens arithmétiques entre a et b, on arrivera 
toujours à former des intervalles tels que, pour chacun 
d'eux, on aura la relation 

Nis + Меи, PE Ани, = li 


В 


= tp |. 


D 


CALCUL NUMERIQUE, ` 
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Pratiquement, on remplace souvent cette inégalité 
par celle-ci : 


JA*up + M üp +... 4 Аки, [< | uj. 


Application I. Soit l'équation 


п==@%—5х2-+]==о 


qui a une racine négative. 
Formons le tableau des différences de son premier 
nombre pour les valeurs suivantes de x 


^ ^ 3 


Ce tableau montre : 

1° Que la racine négative est comprise entre — 3 et 
AE 

29 Que le nombre 2 est une limite supérieure des 
racines positives ; en effet, les nombres 1,0,0,6 écrits 
dans la diagonale relative à 2 sont positifs ou nuls. 
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D'autre part, dans la ligne relative à x = 0, il n'y a 
qu'une diflérence négative Au, = — 6; comme sa 
valeur absolue est moindre que u, — 7, l'équation n'a 
pas de racine dans l'intervalle o,1. 

Il nous faut substituer entre 1 et 2 des nombres équi- 


: 1 Ê 
distants de = оп a trouvé 


u= z, Au, =o, Au, =172,.8*u, = 6; 
les formules de la p. donneront 


ô Us = — 0,045 X 12 + 0,0285 x 6 = — 0,360 
, d 
Bu, = 0.01 X 12 — 0,009 X 6 = 0,066 
2* U, = 0,001 X 6 == 0,006, 


et on formera, avec leur aide, le tableau que voici : 


Gu 

0,364 0,066 0,006 

0.6431 0,303 0,072 0,006 
0,328 0,231 0,078 0,006 
0,097 0,124 0,084 0,006 

— 0,056 | — 0,069 0,090 0,006 
— 0,195 0,021 0,096 0,006 
0,104 0,017 0,102 0,006 

— 0,013 „9,217 0,108 0,006 


Ce tableau montre que l'équation a une racine com- 
prise entre 1,3 et 1,4 et une autre entre 1,6 et 1,7. 
On obtiendra ces racines à o,o1 près en formant les 
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tableaux qui correspondent aux valeurs 1,3 1.31 1,32, 
3,33 .... et 1,6, 1,61, 1,62 1,43 .... de x : 
pour x, = 1,3 on trouve 


ôU, = 0,097, Ż*u, = — 0,018gog, šu, = 0,000006 ; 
pour x, = 1,6 on trouve 
ČU = 0,104, &*'u, — 0,007381, ®® = 0,000006 ; 
on constate ainsi que les racines sont comprises entre 
1,35 eL 1,36 1,69 et 1,70 * 


Application 11. Soit l'équation 
5797%* — 4951 x* 45892 2° — 387627 + 6942 — o **, 


qui ne peut avoir de racines positives (Th. de Bupax- 
Fourier). Formons le tableau : 


и Au Nu Au A'u 
a=] — |ы — EM 
6942,0000,— 233,0513| g6,2498|— 8.8308 13,9128. 
708,9487 — 136,8015| 87,4130 5,0760) 13,91 28 
.3/0972,1472]— 19,3885) 2.4800) 18,9888/13,9128 
,3]0522,7587 ^43,1005| 111,4778 32,9016/13,9128 
5, 40505,8592 | | 


Ce tableau montre que oh est une limite supérieure 
des racines, car tous les nombres écrits dans la diago- 
nale relalive à 0,4 sont positifs. 

Il montre aussi que l'équation n'a pas de racines 
réelles, car, pour chaque ligne horizontale, la valeur 
de u qui est posilive est supérieure à la valeur absolue 
de la somme des différences négatives. 


* BERTRAND, p. 254. 
** LE VERRIER, р. 174. 
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CALCUL DES DIFFERENCES i) 


D'ordinaire, on ne se sert du calcul des différences 
que pour calculer des racines déjà séparées; il n'y a pas 
lieu, dans ce cas, de tenir compte des théorèmes I, II, 
DIIS DN 


VI. — APPLICATION A LA RÉSOLUTION 
DES ÉQUATIONS TRANSCENDANTES 


Il nous suffira de donner un exemple. 
Soit à résoudre l'équation * 


u= e? — p 8 5.2840 =0 
(chainette), qui a une racine comprise entre 2,6 et 2,7. 
Formons le tableau des différences : 


2,64 0,00192...|0. 08871... |0,00140.. . 


2.65 ]--o, 98079... |o,09011.. |0,00142...| ....... 
2.66 +0,17090..,/0,09194., 0,00149... 


| 4.68 + 0,35541...10,09443 


2.67 ||-+0,26245... 0,09298... Jon A5... 


2,69 ||-+0.44984...| 


Les différences du second ordre étant peu différentes 
les unes des autres, la fonction u peut étre assimilée. 
entre 2,64 et 2,65, à une fonction algébrique du second 
degré, que donnera la formule d'interpolation de 
NEWTON : 


Z =T. 1 OË es Ab J — T, 
Us =i + — Au, + = "IM As 
h 2 h 


* BERTRAND, P. 269. 


www.rcin.org. pl 


A 


138 OPERATIONS. ALGEBRIQUES 
ой l'on posera 
Tę = 2,64, h==0,01 
Ua = — 0,00792, Au, = 0,08871, Aug = 0,00140; 
T — i», étant la correction à faire à la valeur approchée 


c—z - 
Tes * sera le nombre de centiémes de cette correc- 


tion. Donc, en nommant z le nombre de centièmes qu'on 
doit ajouter à 2,64 pour former la racine, on a 


2—1) 
He Цо + Z. AU, + E= Аш; 
uz devant être nul, on en déduit 


On résoudra cette équation du second degré en remar- 
quant que z est très petit, ce qui permettra de négliger 
le second terme du second membre et de prendre 
comme première approximalion 


Remplaçant z par cette valeur dans le second membre 
de (1), il vient, comme valeur plus approchée de z : 


z = 0,089921, 
ce qui donne 
ж = 2,64089921. ` 
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GABINET MATZUATY/^ Tv 
"iua Raukowego Warszawskiego ` 


INTRODUCTION 


Je n'ai aucunement pensé (est-il besoin de le 
dire) qu'en cent pages on puisse faire un tableau 
complet de la question. 

Un très grand nombre de théories de l'Analyse 
mathématique seraient susceptibles d'applications 
numériques, si on se donnait la peine de les 
« préparer » convenablement. 

Ce travail n'a pas, en général, beaucoup absorbé 
les savants, plus préoccupés de la beauté des 
formes analytiques obtenues que de leur réalisa- 
tion en chiffres: je parle des savants modernes, 
car leurs devanciers, Gauss, par exemple, ou 
HERMITE, avaient une prédilection pour cette 
réalisation en chiffres rendant les résultats palpa- 
bles ! ll arrive ainsi que le calcul numérique des 
solutions des équations différentielles est assez 
peu avancé. 

Disposant de peu de place, j'ai essayé de donner 
une idée de ce qu'il serait bon de faire et je 
renvoie le lecteur aux travaux plus étendus. 
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Je m'occupe surtout des quadratures et des 
équations différentielles, mais j'ai été entrainć а 
une petite digression sur les fonctions impliciles 
et les équations ; j'espère qu'on voudra bien me 


la pardonner. 


Janvier 1910 
Robert d'ADHÉMAR. 
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CHAPITRE PREMIER 


Interpolation 


L'on obtient, par la théorie de la décomposition des 
fractions rationnelles (quotient de deux polynomes), 
l'interpolation de Lagrange : 


(2—0) (L Ag). (T — An) 
Yio - 
(ао) 643)... (аа) 
(T — do) ( T Qdg)ii; (2—0) 
Ha —— — t. 
Y(x)= (а,—а)(а,—а»„)... (а —a,) 
x ATTE. 
(L —QAJXGD —0,)... (T =U gues ) 
\ + Tu ег == y = 
, (dg—ügK y)... (ааа д) 


Voici un polynóme de degré n tel que Von ait : 
9000) = то, (ау) = Fu... Glan) = та. 


Soit donc à déterminer une courbe passant par les 
(n4 1) points 
(40. 10) 


(а. Ty) 


(ад, Tn) 
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Si l'on veut quel'équation de ła courbe soit y— poly- 
nóme de degré п, on peut prendre y = g(z). 

Ce choix donne-Lil une approximation croissante, 
quand on fait croitre n ? 

Cette question aurait paru saugrenue, il y a un siécle, 
à l'époque oü les physiciens croyaient au dogme de la 
simplicité des lois de la Nature. 

Dans ce temps, les plus illustres analystes, — un 
Lagrange, par exemple — croyaient à la simplicité 
i^nciére de la notion de fonction mathématique. 

Lagrange devinait généralement le róle des fonc- 
tions analytiques, c'est-à-dire développables en série 
de Taylor : 

ko hr + ax? +... 

Mais il allait jusqu'à penser que toute fonction est 
analytique. 

Aujourd'hui, l'expérience a rendu les géomètres plus 
prudents dans leurs affirmations. Donnez à un géomètre 
habile l'énoncé d'une propriété qui vous semblera 
banale, générale, applicable à toute fonction — et il 
vous construira une expression analytique pour laquelle 
la propriété « banale» n'est point vérifiée. 

Par exemple, Weierstrass a formé une fonction 
continue à dérivée partout indéterminée, c'est-à-dire 
inexistante. 

Par exemple, M. Peano a formé une courbe remplis- 
sant une aire. 

Fresnel étonnait Laplace en lui disant que la Nature 
se joue des difficultés analytiques — qu'elle s'inquiète 
fort peu de nous proposer des problèmes faciles à 
résoudre. De même le monde des fonctions, c'est-à-dire 
dzs dépendances entre variables est immense, inépui- 
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sable, et il n'y a aucune raison à priori pour que les 
questions de physique, de l'art de l'ingénieur soient 
résolubles par les éléments les plus simples et les plus 
naturels de l'analyse. 

Voici un exemple : calculons la formule de Lagrange 


; I e А Я 
pour la fonction ~- zł dans l'intervalle == 5. L'approxi- 


malion croit avec n dans l'intervalle 3- 3,63 et non en 
dehors. 

L'interpolation vraie, celle qui converge, dont l'erreur 
diminue quand n grandit, sera trés compliquée et pour 
l'instant pratiquement inutilisable, je crois. 

I! nous faut renvoyer le lecteur, désireux de connaître 
ces choses, au livre de M. Borel : Sur les fonctions de 
variables réelles. 

L'on trouvera là le théoréme de Weierstrass : Une 
Jonction continue, quelconque, peut étre représentée par 
une série de polynómes. 

Avant Weierstrass, Tchebichcf avait montré que, 
étant donnée une fonction (х), continue dans un intervalle 
Jini, il existe parmi tous les polynómes de degré n un 
polynôme, et un seul, donnant Vapprozimation maxima. 

Pratiquement, pour le moment, il faut conserver 
l'interpolation de Lagrange, mais en étant averti qu'elle 
n'est pas infaillible. 

Nous renvoyons, pour ces théories en pleine évolution, 
aux travaux de MM. Méray, Picard, Vollerra, Runge, 
Lerch, Lebesgue, Landau, Fejćr, la Vallée-Poussin. 

H existe une seconde méthode élémentaire : 

Newlon a donné, dans les Principes, une formule 
pour exprimer un polynóme de degré n, prenant des 
valeurs données pour n + 1 valeurs données de z, que 

CALCUL NUMERIQUE. 9 
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ces valeurs soient en progression arithmétique ou non. 
Nous supposerons que les valeurs successives de œ ont 
une différence constante Ax =h. 

En choisissant convenablement l'origine des xœ, c'est- 
à-dire en changeant au besoin 2 сп 2 — Xo, on peut 
faire en sorte que ces valeurs de œ soient 


eo. MZR, ZAK Vin ZEW 


Désignons par wę, Ur Uz»... Un les valeurs correspon- 
dantes données de la fonction entière de degré n à 
déterminer u. Formons les différences ^uo, А?и,,... Aus ; 
on aura 


mini 1) 
— M, +... 


tt = Ug + MAU, + t» 


Ce développement se termine au terme qui renferme 
A"'u,, car les coefficients suivants sont nuls. Changeons 
dans ee développement m en et poursuivons mainte- 
nant le développement jusqu'au terme qui renferme 


Anu,. Je dis que nous avons : 
T ENEA Alto 
U= t, + — Ап» + w ez? K 


1.2 
CIĘ г KMID 
b oe <A z — —— 
= (j `) Ë Ж | A 

C'est la formule de Newton, dont l'exactitude se 


vérifie immédiatemenl, car ce développement se réduit 
à celui de um quand on y pose x = mh. 


CHAPITRE Il 


Quadratures. 


Étant donnée une fonction f(œ), continue ou bien 
n'ayant que des discontinuités assez simples, l'on peut 
définir la quadrature ou intégrale de f(x) de la façon 
suivante : 

L'intervalle d'intégration « — 8 est décomposé en 
intervalles partiels, soit : 


HP PL FSS I, Ë 


Soient А l'une des valeurs de f(x) dans l'intervalle 
« — а; B, lune des valeurs de f(x) dans l'intervalle 
a — b, etc... Quand le nombre des intervalles croit sans 
cesse, chaque intervalle décroissant sans cesse la somme: 


Aí a - 21 Bib а)+... 


a une limite : c'est l'intégrale 


Te ; ER 
"A ((x)dx = limite de somme ou somme de x à de fix). 
9X" E 


Nous supposerons toujours, à moins que le contraire 
soit nettement exprimé, f(x) continu, « et B bornés. 
L'étude des discontinuités ou des limites infinies entrai- 


nerait trop loin. 
Il est bien connu que l'intégrale c'est la primitive, 
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autrement dit : regardons la quadrature comme fonc- 
tion de la limite supérieure B — z, 


Е(2) ПЕ rr 


la dérivée de F est f : 


dF(z) 


F (z)- de ^J 


Il est naturellement deux problèmes d'intégration : 
l'intégration mathématique qui cherche la structure de 
la transcendante F(z) ; l'intégration pratique qui cherche 


le nombre Í ayda d'aprés les indications que l'on 


peut avoir sur les valeurs numériques de f(x). 
Remarquons que l'on a immédiatement : 


Cp æde = F(8) — F(a). 


П faudrait donc se garder de recourir à des calculs 
numériques longs, si l'on sait faire l'intégration mathé- 
matique. Nous allons donc résumer quelques-uns des 
résultats les plus classiques à ce sujet, avant d'aborder 
notre objet essentiel, l'intégration pratique. 

Le cas le plus simple est celui des fonctions ration- 
nelles. 

Une fonction rationnelle est le quotient de deux 
polynómes F et F4. Soit a une racine réelle du dénomi- 
nateur F, d'ordre x; soit un groupe de deux racines 
imaginaires, représenté par 2° + pz + q, р? — 4q <o, 
avec l'ordre u. Soit P(x) un polynôme entier qui sera 
réduit à zéro si le degré de F surpasse celui de F,. Il 
est connu que l'on a : 
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F (x), рі) ` A + AA ТЕР 4 — A. 
Na) v mą (LA) fra) 


р NI 12:4 M, Lei , , Leer, | 
sd 


x =pr=q MI EMT BU арг. q Je 


Les nombres A, L, M sont calculables par identifi- 
cation quand on connait les racines de F. 

Or l'on sait intégrer tout ceci, d'aprés les formules 
classiques : 


p 1; š 
/ = = Lx (logarithme) 


andi 
/ andae = SES (n quelconque — o) 


de at | > + 
— => > (mMm quelconque > D, non ez й 1! 
тт SEM ! me» pass 


r dr m 4 4 
/ PET m arctg ©. 
On sait que l'on peut ramener une intégrale du type : 


dx 


——— А la précédente. 
(1 + i3) 


Maintenant, R désignant une fonction rationnelle, soit 


Xx) = R | x, VG а) | 


роѕопѕ 


b — аі? 
c= >> 


t — Р 
— (b — a) 
V (r — a) (r 0) =*"— : 


Nous sommes ramené à une fonction en f, ration- 
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nelle, Nous allons maintenant montrer comment on 
arrive à la Méthode de Gauss. 


KI 


dx E SH: 
Posons H„ = / — on:obtient la loi suivante: 


Ra 


{жау _ (an — 1M, — ana? His. 


D'où, successivement : 


6 
за*Н, = M -= 
2 17 23 — 
m 3H 2 
Aë, = — ЗН, ak EL: 
' 3 (at ap 
e x 
ба, = — 5H, ——— 4 
+". (z*— aY 


Donc, P dćsignant un połynóme : 


= — а Pr) 
um pi zz AL — zf 


- —z . 
x+ a` (а?—а?)" 


Cherchons quelque renseignement sur A et sur P(x), 
par les développements en puissances décroissantes; soit: 


ï w wy , Ws, 
н т ma У К hees w ER .... 
(аЗ — суі c m z 
Nous avons, bien entendu 
w == Wy — -.. == wen => 0, 
car 


at ut) 
DOE 


et nous n'avons qu'à appliquer à la fonction : 


pe 


le développement classique. 


4 
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Écrivons donc l'équation sous celte forme : 


х — а 


P(x) = A(x — a?" L + (x а?)һ Hna 


-pa 
Le dernier terme du second membre, développé en 
puissances décroissantes de ж, donnera, d'après ce qui 
précède : 
— + "ы ZPAP 
Ba 
Donc P(x) est la partie entière de : 


ME. 
x? 


—а 
A(1— aty L ——F 
г на 


L'on peut, d'ailleurs, obtenir le nombre А еп posant : 
c=a=z, %-+ a= 290 + z. 
et on aura: 
1 1 


(x*- a a+ = zn a. (24+ 


zy ta 
Nous développerons ce second membre d'où le terme 
1 ` 

en-, ayant le coefficient : 
< 


1)" š I e 


—— (A-rFIXn-T 23)... ane 
. K \ (2a) "+* 


[r 
Revenons au produit et posons 
> c+a 
U = (x*- at). V—L 
x -=qa 


Formons, d'après Leibniz, la dérivée d'ordre n de 
(UV), soit symboliquement : 


n n—1) 
Un V4. 2 Un 1 A ML pea yag... 
1 2 
* La nolation h représente le produit r.2.3.,..n 
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I — =(— 1} 1|{p-1) AE 
dr" та = (ea. (ад) 


„(e a^» contient le facteur (2° a*)P, 


Donc,* dans (UNI un seul terme contient des 
logarithmes, savoir celui-ci < 


Ut) x L z ra, 

5 — 
Ecrivons, Q désignant un polynôme : 
ria 


2—4 


(UVy — V (m) x D 


+ ULC), 


Donc, en dérivant n fois les deux membres de 
l'équation, nous avons 


т-а > | dÉ a B 
x V0)+ AQ(a IFE pali 


P(x) =AL 


e. 


JO 


Les derniers lermes provenant de la dérivation de 


SB. 


mo 


D'oü ce résultat, dont nous simplifions la forme, en 
faisant a = 1. 


Théorème. Soit la transcendante : 


2+1 MOT 23 
L. 1 IË ESA Bas? „| 


Faisant le produit par le polynóme Xn de Legendre, ce 
produit n'a pas de termes en 


* Vin) désigne une dérivée d'ordre n. 
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Groupons ensemble P™ et Q, nous ахоп: 
S px qd. 06 
Fa(x)= XL — mene " 
Ceci s'écrit encore : 
Fam)  , z+£1 x 


Kaz) 2—1 MË шш 


Donc la transcendante est représentée approximati- 
vement par une eœpression rationnelle que l'on sait 
calculer. 

Nous savons former Q(>). 

Quant A P(x), on l'obtient facHement en partant de: 


a ą а? . 3.4 a* | 
= zx r > q P W T — s. 
mt — 4° 3 (x*- a*y 3.5 (v'=Â mY 


Celte égalité se vérifie, en prenant les dérivées des 
deux membres et en faisant cette remarque : 


d z _ ï = ап апа? 
dœ (28 — aż)" (rei (mt— а)" 


П vient d'une façon très symétrique : * 


, ` " 2 2 
EE [ue dj — saa T a +..... 


UE 2.4... (28—2) 
. + (— — — — дїн 1 
LT 3.5... (an—1) | 


* Cet exposć cst dû à Here, 


www.rcin.org.pl 


CHAPITRE III 


Méthodes de Newton, Cotes, Simpson, 
M. Mansion, pour le calcul des intégrales. 


I. — MÉTHODE DES TRAPÈZES 


Imaginons que la courbe у== f(œ) est remplacée par 
un polygone inscrit, les sommets se trouvant sur des 
droites équidistantes © =a, a--h, a--ah, a+3h, ,.... 
Remplaçons l'aire de la courbe par la somme des 
aires des trapèzes, nous avons une approximation de 


› 
д). 
а 
Soient ya, Уз, ... Yn les ordonnées calculées ou mesu- 
rées sur une épure, la valeur approchée sera : 


DES 
hi T ys Ya y +... CH . 
2 


IL est clair qu'il y a une erreur systématique, positive 
ou négative, si lalcourbe y(x) est constamment convexe 
ou constamment concave. 


II. — MÉTHODE DE SIMPSON 
Divisons la base a — b en 2m parties égales à h, me- 


nons les ordonnées et remplacons l'arc de courbe entre 
les ordonnées ys.L,. Ysp+-s par un arc parabole d'axe 
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vertical et passant par les trois sommets Ysp4+1, Yep-E2 


Y2p+2- 
Quelle est l'aire ainsi définie ? 


1° Le trapèze d'aire h(ygp-H1 77 Ysp+-3) ; 
a” Le segment parabolique d'aire 


SEL 
3 h(ayap-ka — Yep41 — Yapa). 

En tout, entre les ordonnées y*p+-;, Tania, nous avons 

h : 

3 (Yap4+12+Y204 a HAY). 


Et pour toutes les bandes entre a et b : 


h 
3 [уута (уу. Yom) + Aa Уа: Ут) | 


b-—a 
2m 


avec 


Voilà la formule d'approximation de Simpson. 


П. — COMPARAISON 


Supposons la fonction taylorienne : 


Le trapéze compris entre les ordonnées de rangs p et 
5. A Ç 
po 1 apour aire — (Yp + Ура). 


Supposons les limites d'intégration O et H : 
M = K; + Kip -1)h + Ky p—1)'A*4-... 
ya = Ko + K;ph + К.р"? +... 
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L'aire est donc: 
Kh + K ар) rp] + Ka per (p-1F+ p*] + 


L'aire exacte est f^ ydx == 


(p- 1А 


Koh =: [( ph) —(p—1)^*] + Карк)” -(p=1'h']| +... 
h 
= at Yr 
+ Kh? HO —(p—1)*] = [p*+(p ch 
+ K, Dk [pt—(p—1)*] [ee An 


; M s KS [p* Кр) 
+ etc.... 


Faisons-en autant pour chaque bande, et addition- 
nons : 


H [ 
f уйа = A |" зу, tyst : n 


= 0 
KH’ 
(п =) 
K, H* 
Мпа) 


ton? aiies b 
Зобп —1)* К.Н", 


On voit que Ја méthode des Trapèzes supprime tous 
les termes, sauf le premier. 
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Suivons la même voie pour étudier la méthode de 
Simpson. 


Yep41 = Ko-- Ki(ap)h-E Кар)? + .... 
Yate = K ++ Ky(ap - t)h-4- Na(ap-- A+... 
Yona == Ко Ka(ap4-2)h + K (3p 4- ah - .... 
La bande comprise entre les ordonnées de rangs 
2p-+1, 2p+3, a pour aire 
h 
3 (Yapti + Угра Yates) 
c'est-à-dire : 
aKoh+a(ap Ree [ap Gp) + (apay Ke Za 
Or l'aire exacte de la double bande est : 
aKoh+2(2p+1)K,h*47 [(ap-+2)" —(ap|K bsa E 


c'est-à-dire : aire exacte = aire approchée 
tk P (apay - Gap] - (apap TE 


HK! | 7 ap - Gp] s [(ap*44(ap+1)"4+(ap+2)) 
тею,., 
et, pour l'intervalle total o — H 
H h. > 
TZ уйт => [n Ута) (узу. + Yom) 


+4(Y2+Y4+ + Yam)] 
3 K,H* 


15 2m )* 
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Ici ne figurent point H° ni H* comme dans le cas 
précédent. 


IV, — MÉTHODE DE NEWTON-COTES 


Nous cherchons à exprimer. f” f(az)dx au moyen des 
valeurs f(a), fb), ..... Ð, en certains points a, b, ... I 
de l'intervalle a — B. Ces valeurs sont connues par un 
calcul numérique ou graphique. Supposons d'abord, 
par un changement de variable, а = — 1, B = + 1. 
Soient w, я, ... хп, les points où l'on connait les valeurs 
Y (x)... de la fonction. 

Par interpolation nous remplaçons 4 par 4, ainsi 
défini : 


n 


d 

2 ETA 

ç (m) = №) РЕА b =) EE 
, (ac — аһ) № xn) 


1 


№) = (z: —ж)(а —@,).... (à — an) 


ç est un polynôme et nous avons : 


+! | 
H (а) = Ауу (о) -..... + An Yan) 
= 1 "t 'N(œ)dx: 
Бер MCN ‚ LI 


La somme A,v,(2,)--.... est une approximation de 


KT we Wir, 


L'idée est due à Newton et même avant lui, Cotes 
"avait émise. 
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Voici d'ailleurs un extrait de la Table de Cotes : 


MÉTHODE DE COTES * 


FACES „M 3 |. In—5 
== vir. cs = A—I' á 
RS 

qa, = I A= 5 

A vor d 
dae o а= = 
d= — 1 А = 
== 
1 
= A, = -= 
21 І 1 a 
1 3 
% = 3 = 
I 
WESS A, =Ê А, 
q= i A,—*À, 
n= 
A 
x, = ï À= тр ii 
I 3a 
DÇ = 2 A=, 
^ 
= 6 A= ® 
шс — = ASA 


+ Henr. 
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n=>6 
= 19 
Me w, PETA 
3 25 
gi E A — zg 
1 25 
a, = 5 A= 
7 
' 
AOC HF Aim A; 
a=? s= А, 
Q= — 1 4=A; 
R=7 
UTI 
a = I Mme 
à 18 
ели! EM 
ï n 
Xq = 3 = с 
2 _ 68 
M A MC on 
I 
NIS А; = А, 
G = -3 A = А, 
q= — I А; = А, 
п = 8 
= 791 
dct Lg 
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5 3577 
j => = А, _ Ji 
xa 7 Ph 5640 
5 An 
= = А = = 
=) 7 ч 320 
ï 2980 
z. = = А, => 
7 8640 
I 
ç= = VES: 
1 
3 
| Lg Ce ts 
U 
5 
xy = = А, A. 
2 
X, = d A, = А, 


Si $(œ) était un polynôme de degré n — r, l'on aurail 
(ж) = V(x) et l'erreur serait nulle *. 
Représentons par Ach la difference : 


ei D 
f, ae — (Ааа... RAUS 


Si nous avons pour (2) le développement 
K,+K,z+... +Kn- "714 Kyo" +... 
l'erreur sera : 
KA Kaq 409-14... 


et nous verrons que Gauss part précisément de là pour 
perfectionner beaucoup la méthode. 


* D'après une remarque importante de M. d'Ocagne, lorsque l'on 
a un polynôme de degré (2л + t), on peut prendre les mêmes subdi- 
visions et les mêmes coefficients que ceux relatifs au polynôme de 
degré (an). (M. D'OcAGNE, 1, p» 99). 
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Quoi qu'il en soit, donnons encore une Table pour ces 
A avec le choix indiqué des a. 


nea. Amt 


3 
4 
Bascht Art E 
15 
П 
n h Ax*- ps 
149 
- ï 
n=5 'Ах%==- 
э1 
Зла 
n=6 Ат => 
13129 
п=7 AL —=— ab 
? 1212 
kass De 
n=8 A= il Es 


” 5294200, 


V. — MÉTHODE DE M. MANSION 


M. Mansion a apporté de notables perfectionnements, 
Voici la forme simplifiée que leur a donnée M. de la 
Vallée-Poussin * : 

Nous supposons que nous savons reconnaitre pour 
quelles valeurs de x la courbe 


y = Jc) 
tourne sa concavité vers le haut ou vers le bas. Nous 


* DE La VALLEE-POUSSIN (Cours), 
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étudions séparément les régions ainsi séparées. Soit la 
figure ci-dessous : 


iG. 


Zn: 
Н 
' 


` 
' 
D 


I, T, Ty Ten Zanen 


Nous decomposons l'intervalle ab en 2n parties 
; b— a 
égales : h = => 


L= d; ï = â +h, ..... Cen + = b. 
L'intégrale à évaluer, l'aire S, se décompose en 
aires er, сз, .... Gan. La concavité étant vers le bas, chaque 


aire в surpasse le trapèze inscrit et est moindre que 
l'aire d'un trapèze circonscrit quelconque. D'où : 


h, 
(1) Gk > 2 (tyka) 
(2) asi + osiga > А (ya + Yapa) 


Et 6-14 ox est moindre que le trapèze qu'on lui 
circonscrit en menant la tangente au sommet de l'or- 
donnée médiane y;;, Ce trapèze a pour mesure ahy:i, On 
a donc 


(8) oi + gu < 2hyu, 


De là résultent diverses limites supérieures ou infé- 
rieures pour l'aire totale S. Pour les écrire facilement, 
désignons par : 

P la somme des ordonnées paires у,--у,--...-Узл ; 
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I celle des ordonnćes impaires mai Yanqa 3 
E, celle des ordonnées impaires extrêmes yy + Yan š 
E; celle des ordonnées paires extrèmes ya-- Yan, 

On obtient une limite supérieure L par la formule (8). 


On a, en effet, 
n 


W E (asi 1 + с:#) < A ahP. 
1 
D'où : 
(4) S < L = 2hP. 


On obtient ensuite une première limite inférieure l 
par la formule (1), car on a 
^ Zu ? h 3 
S= Zor > -(aP-- 2l] — Ej). 
L 2 
D'où : 


(5) 5 ХЕП; 
2 


Cette formule donne une valeur approchée / de 5; 
c'est la formule des trapèzes. 

Enfin on peut obtenir une seconde limite inférieure 1, 
en combinant les formules (1) et (3). On a, en effet, 

n—1 
S=qtam+ X (outeu) 
1 

On remplace в, ct c: par leurs limiles (1) et le reste 

par leurs limites (2), ce qui donne 


эь 


Sc +h(aP — E;) 


et, en réduisant, 


(6) Sz'=h ar i xd 
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Cette dernière limite ne fait pas intervenir les ordon- 
nées intermédiaires impaires. 

Quand on emploie les formules (4) et (6) on n'a donc 
pas à calculer ces ordonnées. 

Les limites précédentes combinées nous donnent les 
formules de Poncelet et Simpson. 


Formule de Poncelet. 
Prenons 


(7) s= P+ n (av Е, — Es) 


4 


Le module de l'erreur est moindre que 
1.—1 ҺЕ,—Ё, 


2 š 2 2 


Mais on en ignore le sens. 
Cette formule est cependant très pratique. 


Formule de Simpson. 


„_L-+al 
Prenons 5 iet 
D 
h T 
(8) 3 AP 21—E,). 
L'erreur ne peut surpasser 
Lksl 3 p 
L- = => =g(L—=0). 


Nous allons l'étudier aulrement. 


Cette formule de Simpson pourra servir chaque fois 
que la dérivée quatrième de f(x) sera connue. Dans les 
autres cas, la formule de Poncelet sera préférable à celle 
de Simpson, car elle donnera un résultat aussi sür avec 


moins de calculs. 
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Reste. Nous appelons reste de la formule de Simp- 
son, la différence entre la vraie valeur de l'intégrale et 
celle que donne la formule de Simpson. Nous allons 
chercher une expression de ce reste. 

Nous pouvons nous affranchir de toutes les condi- 
tions que nous avons imposées à la fonction f(x). Par 
contre, nous devons en introduire une nouvelle; nous 
supposerons que les dérivées de :{x) sont déterminées 
et continues jusqu'au quatrième ordre inclusivement. 

Nous commencerons par former l'expression du 
reste dans le cas oü le calcul se fait avec deux subdivi- 
sions seulement. Il n'y a alors qu'un seul point de 
subdivision de l'intervalle d'intégration, nous le dési- 
gnerons par x et les valeurs extrêmes seront z — h, 
et x + h. 

Soit F(x) une intégrale de f(x). La vraie valeur de 
l'aire cherchée sera 


F(x +h) — Fix — А), 


et celle fournie par la formule de Simpson 
Ke? ' А 
z [x +h) + Да — h) + fa). 


Considérons x comme donné et h comme variable ; 
les deux expressions précédentes seront fonctions de h 
et leur difference ou le reste de la formule pourra se 
désigner par par ę(h). Il vient ainsi 


` ` I A А 
g( h) =F(c-+h)— F(x — А) — NE БА) fig -h-4-Afta)]. 
Comme le montre un calcul simple, cette fonction 
s'annule ainsi que ses dérivées premiéres et secondes 


pour h — et la dérivée troisième a pour expression 


g"(h) = R U+ h) - (a — h)]. 
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Désignons par š une quantité inconnue mais com- 
prise entre x — h et xœ -+h ; le théorème des accroisse- 
ments finis donne 


2h* 
e (h) = — = iv E), 
"(h 3 JE? 


Multiplions par dh et intégrons trois fois de suite les 
deux membres de cette équation enlre o et h. On peut 
chaque fois, en vertu du théorème de la moyenne, et 
sans qu'il faille changer le sens général de £, faire sortir 
le facteur Im (5) du signe Ji et n'intégrer que la puis- 
sance de h. On trouve ainsi, puisque o, ф et +” sont 
nuls pour À — o, 


z(h) = — d Jw @ 


Voici donc l'erreur commise quand on applique la 
formule de Simpson avec deux subdivisions. Si la courbe 
est une parabole du second ou du troisième degré, la 
dérivée 4* de f(œ) est identiquement nulle et la formule 
de Simpson donne un résultat exact. 

Venons maintenant au cas général, envisagé au n? 
précédent. dans lequel il y a un nombre pair 2n de 
subdivisions. Considérons le segment c;i—, + ozi de la 
courbe compris entre les ordonnées узу et Tata, On 
peut le calculer par la formule que nous venons d'éta- 
blir. H vient ainsi 

h 4 h* 


Gui t Ozi = 3 Ire A + Stat Aysi | — 3 JN 5) Sr 


où š est intermédiaire entre Zi; + et ein. 
Faisons la somme des résultats précédents pour tous 
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les indices ï = т, 2,... n; il viendra, š étant maintenant 
compris entre a et b, 


= ` nem 
$— x [11 - AP, — E] — n3 ($) = 


ou, comme 2nh = b — a, 


OR У i h* d'r 
(9) — S—g[aLl-4P.— E] — go (6 — a) f" (2) 


(a <; < b). 

Cette formule coincide avec la formule (8), à part le 
dernier terme. C'est la formule de Simpson complétée 
par l'expression du reste. Cette expression permet donc 
d'évaluer une limite de l'erreur commise par la formule 
primitive. Si la dérivée quatriéme ne change pas de 
signe, le sens de l'erreur sera connu, puisqu'on con- 
naitra le signe du reste. Celui-ci pourra méme servir à 
rectifier dans une certaine mesure le résultat oblenu. 

Si h est trés petit, l'erreur commise par la formule de 
Simpson sera très petite, car elle est seulement du qua- 
triéme ordre par rapport à h. C'est de là que vient la 
supériorité de cette formule sur les autres. 
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CHAPITRE IV 


Methode de Gauss pour le calcul 
des intégrales, 


Quand on connait le développement tayłorien d'une 
fonction, les théorèmes rappelés, sur l'intégration, 
avec la notion capitale de convergence uniforme, per- 
meltent un calcul pratique. 

Mais, en général, former des dérivées successives est 
une opération des plus pénibles; étudier la conver- 
gence plus pénible encore. 

Nous allons, avec Gauss, poser un nouveau problème : 


Admettons la possibilité d'écrire 
(x) = Kot KitKat’ a. БК"... 


Nous cherchons des nombres А, B, ... L, indépendants de 
(æ) tels que 


size = A»(a)--Bz(b)3-... +L (DR. 


a,b, ... l étant n points de l'intervalle < 8 et R élant nul 
quand on suppose Kx = Къ =..... = o. 
Ceci est possible car on a 


p* - x* LE _ K. PLI 


yh plader = (B — x)K, + = Ki 3 K° 
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www.rcin.org.pl 


170 INTÉGRATION 


#(а)==К„-+К,а+..... 
o (b) = K +K;b+..... 


g (l) = K +K; +... 
| Az(a) -B4(b) +... +L4 (I) = 
\ K(A+B+... +L) 


+ K (Aa-+Bb4+... + LI) 
H Kd Aaż + BU*-- ...-- LU). 


Nous n'avons qu'à poser : 


B —« —A+B+....+L 
|: Lë ` 
Š ` £ Aa-E Bb- ТТТ. T LI 
an — a^ 
E = Aa"—4- Bbn—!4.. Lu", 


Nous voyons bien que A, B, ... L ne dépendent pas 
de (x), mais des limites a, B et des points a,b, ... l. 


Enfin le déterminant est un déterminant de Vander- 
monde, non nul, les points a, b.... étant distincts. 

La question est résolue, mais voici la remarque de 
Gauss : un choix convenable des points a, b,... augmente 
beaucoup l’approæimalion. 


З : 0—1 
Nous allons introduire Іа transcendante Lozi que 


nous avons déjà rencontrée. Dans le système multi- 


plions respectivement les membres des équations par 
Dé vi 


at a 
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Nous avons : 


5 5: Bn ( x 2° а" 
J 1 U | U 1 Jibs 
== ја — | = + — + mi 
r at nc" w 2T пг“ 
1 t a | | qi | 
ї T г p "^а Oe G um 
d І b bi!) 
+B|-+ uec ) 
De xu 


Au premier membre nous avons des approximations 


š E SNE) 


au second nous avons des approximations de 


= =h =" => 
Nous avons donc : 


SU zg A š D 
L == N —— 4 — 4 ax I 
#—B Le le id a 


imd a qur 


Ceci détermine les A, B, ... L, par les développements 
en puissances décroissantes. 
Étudions le reste. Posant : 


| m = 2 * dz 
"œ =É ï T= 
U LS 
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Portons dans l'équation précédente, en multipliant 
les deux membres par 


с e 
E > К," 
0 


Nau 


= 1 «a Е 
| XAR, К,а + E EE ERA 


T QU 
1 
Egalons les termes еп _ : 


/ sidd: = € As(a)4 e Kn si Кы 61122. 


Nous retombons sur notre approximation consistant 
à négliger Ks, Кару, 

Mais voici un point capital: si le$ nombres a, b, ... 
sont les racines d'un polynôme Xn, les nombres є, sy 
Ea» ... En— SONŁ nuls de sorte que l'approximation est 
augmentée : elle consiste à négliger seulement Ky, 


Kontis ...... 
D'abord, le changement de variable 
z = B+ х $ Dn í 
2 2 


donne une intégrale avec les limites — 1. Supposons 
cela fait. 
Rappelons maintenant que l'étude de 


dx 
( < ыш a pna! 
ra 


` £- 
nous a fourni un polynôme Fc" tel que L , est 
x 


, Fa 
représenté par > aux termes près en = 
n ` 


N Li gin s.s.. 
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Donc, a, b, ... étant les racines du polynôme X„ de 
Legendre, nous avons précisément : 


et les A sont alors tels que l'approximation est aug- 
mentée, 

Fa a déjà été oblenu. On peut l'avoir de suite, en 
remarquant que ce polynôme est la partie entière de 


Indiquons sommairement le calcul des A. 

X, est connu, c'est Dua? — т)", soit une fonction н. 
égale à X, à un facteur constant prés, choisi de telle 
sorte que l'on ait Z;(1) = 1. 

Décomposons alors en éléments la fonction ration- 
nelle 

ï 
(1 — 2*)75( z) 


l'on obtient 


ï I I ` ' 
ASS L T dmi (1 —a)Z Mai: a) 
en se rappelant l'équation ditférenlielle de X; : 


Gë — 1) X5 - Fax Xs — n(n-- 1)X» = o. 


En intégrant, avec les limites œ, œ : 


BÍ dr Ce ï c 1 
1,71 = uL es ү. Y A a 
(1- 2'ZHUxXx), 2 т—1 dailia") *(a)X% 
10. 


174 


INTEGRATION 
Or l'intégrale donne 


À à 
ami t grapa t +o: 
Donc nous avons * 
ES 2 
` (1— a)Z *(a) 
- =a 2 
(1=b")Z"(b) 
Nous donnons ici la Table pour effectuer $ Fe A "R rdx. 
On doit former les expressions f(«) [qui peuvent être 
données par un graphique] et multiplier f(x) par Au. 


MÉTHODE DE GAUSS“ 


gy =0 E E3 23 
n= 2 
a, = — a, = 0,5773502691 
8 
A A =r Am — 
1 2 = 
m 
CH — z, = 0.7740966692 
10 
A, = Ma — 18 
8 8 
a, =Ò Å=- AJ —= 
9 179 


* [IERMITE. 
** HEINE, 
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n= 4 
aj = — 2, == 0,8611363115 
A= — À, = 2 X 0,1739274225 
= x4 = 0,3399810435 
As= - А; = 3 X 0,3260725774 
А = Lt . 
11030 
n =5 
a, == — а, = 0,9061 798459 
„NE А; = 2 X0,1184634420 
a4 = — 3, = 0,53846G93101 
A; = A4=3 X 0,23931 43352 
a, =o А, == X 0,2844444444 
„10 —— 128 
zdaj 2 
nz 
x, = aa = 0,9324695142 
A, = A= 2 X 0,0856622461 
œ = x; = 0,6612093864 
À; = А, = 2 X 0,1803807865 
ху = — a, = о,2380191800 
NE A,—a X 0,23395649672 
MACD 3 
DÉI creo 


Gauss, dans ses OEuvres, employait une forme 
différente. 

Précédemment l'intégrale était ramenée aux limites 
— 1 + r. Dans le mémoire de Gauss, les limites sont 
о + І. Nous donnons un extrait de la Table; les R 
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sont les constantes ; les a sont les points pour lesquels 
on calcule la fonction à intégrer. 
il 
Voici donc une Table pour le calcul de f ` Joyze. 


Jian) doit être multiplié par Ra. 
On trouvera un bel exemple dans le mémoire de 
Gauss, dans le tome [II de ses Wercke. 


PREMIÈRE TABLE DE GAUSS 


n = 2 
а == 0,2113248654 
ü, = 0 7886751345 


ï 
R = F, = = 
2 
Az. 
a == 0,1127016653 
а, = 0,9 


а, = 0,8872983346 


J 


R =R, = T. 

[A 

i 
R, = 

9 

n == 4 

a == 0,0694318442 
a, = 0,3300094782 
аз = 0,6699905217 


а, == 0,9305681557 
R = Ry = 0,1739274225 
R, = Rz 0,3260725774 | 
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n=5 
a = 0,0469100770 
dy = 0,4307653449 


dy = 0,9 

аз = 0,7692346550 

dą = 0,9930899229 

R = R, =0.1184634425 

R, = R, = 0,4393143352 

R. = 0,2844444444 
h == 

a = 0,0337652428 

d, = 0,1693953067 

dy = 0,3806904069 

а; = 0,6193095930 ` 

dy = 0,8300046932 

dz = 0,9662347571 

R = R; = o.0859022461 

RK = 6863857855 

R, = В, = 0,2339569672, 
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CHAPITRE V 
Formule sommatoire d'Euler. 


Euler, qui fut, après Leibniz et Newton, un des créa- 
leurs de l'Analyse, a relié les sommes aux intégrales. 
Ceci a un intérêt pratique ; donnons-en une idée. 


1. Nombres de Bernoulli. l'osons : 
Bert Hai 
= 1 + Byr + TZ ==... ` 
(1) PEE Byc Biż aat р 


Les constantes B s'appellent nombres de Bernoulli el 


l'on a : 
n 1 1 ï | 
=W 1 P — Ae els (dam 
Bin =(—1 )" (эт ү" m Jes "n u gn An dëck 
B В. =>, B M. I 
1 "= ą ag 1 ETA x= A 


2. Polynômes de Bernoulli. Posons : 


ë Ks — 


(2) 


T+Gy(z) + (2) cau +. ` 


er =p 


les pol nómes & portent le nom des Bernoulli. 


1° 9(0)= 2(1)— о 

B , b, 

2 Pn (2) = ns (z) + T 
Sé 

» gn(z + 1) — zu(2) = — 
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3. Cela posé, la formule fondamentale de Maclaurin 
doit être aussi rappelée : 


f(v) = /(о) + Н (о) + E Јо) +... + Zeie +r 


ï 
"х= e= 2p 4-1 a Pd 
ï TRAN Jo (ae — ed 
[ J* désigne la dérivée d'ordre k]. 
Appliquons cette formule : 
Première formule *. 

Prenons, au lieu de fix), Ја) et, au lieu de эр, 
(ap — 1), Puis prenons (22) el (ap — 2), etc. Ajoutons, 
il vient : 

(8) Да) — Ко) + Bye [ fx) — f (0)] +... 

Bora 7 
4. Su mai Aa) — n2 d = 

e f'(0) + Age p(o) + Age" Plo). t Apte Јо) + R 

Examinons les coefficients el le reste. 

D'après les propriétés des nombres de Bernoulli ; 


on a O =A Аш... 
De plus, R contient, sous le signe, un polynôme de 
Bernoulli : 
R = xP DES Jor — l) gap iE BL 
De plus, b EB; = = a =o, dom: 
( Bar? 
J(r) — fto) = E ite (Bisi — Pio 


"E арз 1p—2 
dinars ==!" (2) — PR (0)] + R. 


* La Vartig-Povssts. C. Jonnas. 
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. t 
Eludions le reste R. Ona о< = < 1. 


a 


! a 
Donc (5 а ип signe constant et nous pouvons 
7 T 


poser, avec o < 0 < т, de sorte que Dr est une valeur 
intermédiaire de (œ — 0) : 


з l 
R = әс fP +H! (Oc) y Gap EI 


Changeons t en £x sous le signe : 
"1 
А = +! fotoe) f әр). 
Or on sait que Gapa = 9 2 — 
y 2p--1 7 1 pp 
et o est nul aux limites, d'ou 


Bes cp! 


bp 


(4) R= 


fe +1 ( f t). 


Formule d'Euler 


Nous n'avons qu'à transformer (3) en remplaçant 


° EZ “2 
T " VO + A P. 
Ла) par Á, Nada JA fta + œ) dr 
La dérivée f4(x) deviendra alors Jq (a+). 


T +a) d aż 
\ / ' = H any. 0) Ла) _ Jaka J(akæ)-J'{a)] 
„а > 2 4 v H 


(5) í 
Bac, LP h z 
"np=a |SP (a+ z)— Pr-*(a)| + R 
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Bop 212 


[Рр -J"(a--060x) 0<0<1. 


(6) R = 


C'est la formule d'Euler — p ne doit pas croilre indé- 
finiment, si l'on veut que R soit négligeable. 


ire Application. Calcul des Intégrales. 


On posera 
b . = ^a +h Я ain “h 
JĄ Jg: " A T J TUER Á. Fin) 


Appliquons à chaque intégrale la formule (5) 


b 1 ł 

| (Í fade 2л А+... J|la+(n-i)h|+ f d 

/6* ( 2 4 
Bah? Bah! < 

(7) Ta [J b) — (ou ell? / (a)]... 
Don CH 


|^ 
"bp—» U^" *(b) — Je (a)| + R 


Dur f 
R= — nM ETE ‚ M étant une valeur moyenne de 


Ја) entre a el b. 


2° Applicalion. Formule sommatoire. 


Partons de la formule (7) et posons b =a + nh, 
puis : 
6-4 
Ka)+ аА) fatah)... + Ы) = У f(x). 
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D. (7) l'on Иге: 


fbh 
b 
KE) f еме Me 
(8) b. 
I^ Ta 1/60 — fla]. 
T Air 3 UE 


(` + ps U" 3 (b) — f (a)| — nM Em 
C'est la formule sommatoire d'Euler. 


(J'ai emprunté cet exposé à M. de la Vallée-Poussin). 
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CHAPITRE VI 
Calculs d'intégrales. 


1. Calcul de l'intégrale 


ERD) - 
T de / À dr 
+ => | — М 
ni „2 
; LFT Dre 1+0 


Га seconde de ces intégrales est égale à "t soit : 
0,728339, 
Calculons-la par nos diverses méthodes. 
Méthode des trapèzes. 


Prenons ro intervalles : 


y =! 

ï 
Ye = —— = 0,9 
KT" Т. 99 

U NE 
у, = — = 0,9615 
"8 ï ,04 "9 

66 
Yy, => == 0,092606 
yA 1,09 9 

І . 
ys = — = 0,8620 
- 1.10 

1 
y) = = = 0,8 
3 1,29 
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1 = 
> = 0, 70202 
У —136 7 
Ya = == 0,6711 
s 1,49 ‚97 
1 6 
Ys = — = 0,0007 
^9 4.64 97 
! ARR 
= -+7 == 0,292 
Yio 1,81 e - 
1 - 
Jic rU 
э 
Nous trouvons (0,75 + 7,1085) X 0,1 = 0,7858. 


Móthode de Simpson. 


Avec les mêmes intervalles nous trouvons 0.7804. 


Méthode de Gauss. 
Prenons 6 points entre — ï ou 3 points entre o et 1 : 


I 
n = AIR = 34 
Y( œ.) BC (4 0.932) 


1 
V(x) = za” (ës 0,661) 
(ge 1.4309 ` ° , 
! : 38 ў 
wläa) = app C: = 0,299 | 
"aal 1,0366 `^? ЕП 
d'ou la valeur 
0.0904 + 0,250 + 0,451 = 0,791. 


Nous avons déjà, avec si peu d'intervalles, une cer- 
taine approximation. 
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Méthode de Newton-Cotes. 


Prenons 6 points entre = 1: 


» œ 10 
Va) = 0,5 A, TU 
20 25 
н — -a 
Wuaj=zz A= 
; M 48 
15 29 
Wa = А, =. 
7 1 H 72 


D'ou la valeur 


0,0659 + 0,382 + 0,333 = 0,780. 


Ci de 


2. Calcul de l'intégrale ў 


жа AA OM r > 
D'abord nous avons L 3. L désignant le logarithme 
népérien, c'est-à-dire : 1,098. 
Comparons les méthodes. 
Méthode des trapèzes 


8 intervalles, A = 0,2! 


yi T 
1 
1 
У: = == 0,0 
1,29 
1 T? 
y,— — == 0,006 
1,9 
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2,29 
' 
= ` 
d amo ZO 
= 0,363 
98977 3:70 75 2. 
1 D 
у= = = 0,333 


1, ; (0,666 + 3,744) = 1,102: 


Méthode de Simpson : 


8 intervalles, Л = 0,25 
h < 
= [yat у» + alya eb Ya) + 4 (ya tes H Y9] 


= [1,333 + a X 1,906 + 4 X 2,178] = 1,098. 


я 1 $07 A 
Donc avec notre fonction — == - -]a méthode 
T+2 2 T 


2 
de Simpson est préférable. 


Remarquons que z étant compris entre — r, l'on a 


pour 


I 
z un développement {aylorien trés convergent: 
em 


2 
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Méthode de Gauss à 4 intervalles. 


Reportons-nous aux tables soit И) la fonction : 


1 
d )== D s: Y = —— o. 
(ау) = 4(0,8G1 ) 2,861 0,549 
› ï 
Y x4) = Y - o,861 1 = 1,139 = o 877 


Le coellicient correspondant est 2 X 0,174 — 0,348 
d'où le chiffre : 


(0,349 + 0,877) X 0.348 = 0,4505 


DL U — 
Was) = 4(0,339) = 2.939 — 0,427 
Was) = W= 0,339) — — = 0,608 
Va) = Wl Deche 0) = 1,661 = 0,005, 


Le coefficient correspondant est 2 X 0,326 = 0,692 
d'où le chiffre : 


(0,427 + 0,608) X 0,652 = 0,6748. 
D'où la valeur approchée : 
J, = 0,4000 + 0,0718 = 1,1253. 


Méthode de Gauss à 6 inlervalles, 


ï 
d ss" DA 
»3,) 2,092 0, +41 


1 
Di у= —— = 36 
VET mes? 0,936 


avec le coefficient 0,170; 
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avec le coefficient о, Ate: 


INTEGRATION 


I 
(a4) = ——— — 0,3535 
Piza) = бт 9979 


ï 
D) = —— 
122) — 1339 


= 0,746 


ï 
D) J= ——- = 0,446 
аз) 2.248 55959 


'}(а,) = 


1,762 


— RES 
— 0,907 


avec le coefficient 0,468. 


D'où la valeur approchée: 


1,277 X 0,1 


Avec la méthode de Gauss et six intervalles nous 
avons presque la méme approximation qu'avec celle 


7 + 1,191 X 0,36 + 
J, — 1,094. 


de Simpson et huit intervalles. 


Méthode de Newton-Cotes. 


Soil n = 6 


EK? ï 947 
а) = з =0,333 
аа) = 1 
KICHE 13 = 0,584 
(а) == грч 

А 5 - 
P "A == тет 0,434 
ï L 
Yaa) = —g= 0.555 


M 


A, 


A a 


1,013 X 0,468 


A, = 0,125 


A; = 0,52 


A, = 0,317 


J, = 0.1662 + 0,5068 + 0,347 = 1,080. 
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3. Calcul de l'intégrale : 


2 c 
A = < / е2], 
V< 


"Na V 


Appliquons la méthode de Simpson et prenons six 
intervalles, d'oü : 


RT = SL — EE] 
A= GE Sch "Le рае *+Fae"--ze * 
T 

2 2 

= = 0,1253 
9V7 

2 

7 el = 0,0023 
ух 

PS, : 
Sech »— 0,1607 
у 

e 
== "= 0,0425 
avs 

5 ER? 

= 8 M 0,4487 
9v 

х 
—— (7! = 0,1811 

| 
9V= 

5 25 


— ¿e ° = 0,0311 


A, = 0.9948. 


11. 
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CHAPITRE VII 


Fonctions implicites et Equations. 


1. — FONCTIONS IMPLICITES 


L'analyse apprend à reconnaitre dans quelles cond.- 
tions l'on peut écrire de façon équivalente 


F(z.y) o et y = P (x). 


En cherchant à substituer la deuxième forme à la pre- 
mière, problème qui se pose constamment, on sait que 
deux cas demanderont une étude spéciale : 

dr A ; 
1° dy (Los Yo)=0; la tangente à la courbe est verticale. 
КИС Мед o | T 

Me dy => O, le point est un point mulliple. 

M. Goursat aintroduit dans cette question, la méthode 
des Approximations successives, comme M. Picard 
l'avait fait avec tant de succès, dans les Équations diffé- 
rentielles et le Calcul fonctionnel. * 


+ E. Govnsa T. 
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Indiquons le résultal : 
1° Soit y= Куу (4) 
До,о) = oet flœ.y) est continu pour 


|а| а, |y] < b, avec 


d < K< r. 


( 
dy 
Оп posera : 

y: == f(œ.o); y, = P dl! Ya = ER AT 


yn a une limite pour n infini, qui est la solution unique 
de (1). 


2° Soit К(ж,у)==о (2) 
- 1 > А doo? 
Fío,o) = o, F est continu, —— #0 
| dy 
Fr) 
On pose y=y— =) 
dF(0,0) 
ү 
dy 
et l'on est ramené au 1* type. 
3° Soit un système : 
Fi 2... Cn Yes Ур) = о 
FX, 20 
Fi... uL 


En un point (o... 0 0...0) les F sont nuls, les dérivées 
dF 


h : e š ) me A 
d sont conlinues et le jacobien n'est pas nu!, c est-à- 
k 


dire : 
| an аң... аур 


s.r. 


рд... арр | 
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ank étant la valeur, au point considéré (о...о) de la 
=u ER 
dérivée ——* 
dyk 


Dans ces conditions, on psut connaitre explicitement 
уз... Yp par ce moyen. l'osons : 


| myte apy =L, 
| anyit.. + ayy =L; 


Posons ç$, 1, — Е; s,= L, —F, ; etc. 
On peut en tirer, puisque le jacobien n'est pas nul : 
| уаз==/(&...Ж»у(...ур) 
I Е Е ...) 
d fi 
avec z =0. 
dyn 
Alors, ce dernier système se résout par approxima- 
tions successives : 
у? SF COR «TO ... 0) 
= fi( my... хау. „у) 


БЕТҮЕ а 


APPLICATION DE LA THÉORIE DES FONCTIONS 
IMPLICITES 


Soit un exemple simple, permettant un contrôle 
facile, 


z 

T \ 4 
y = ж (+ 1) + =y + (a + 1)у%. 
d =: ) 


Nous avons une ćqualion еп у, du second degré, d'oü : 


[ e 


ï т? : a 3 Ps 
te) de -VE: e аг TFT) 
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Nous prenons la solution y nulle avec x. 


Soit ж = 0,1 
a ^ a U 
I — — = 0,999 (: — =) — 0,990025 


Aaa +2) (2% 1) = 0,4444. 
Donc pour z == o,1, nous avons la valeur 


al = жү 
y(0,1) = 0,496 (0,995 — V 0,545585) 
= 0,496(0.995 — 0,738) = 0,1274. 
Prenons maintenant les approximations successives . 


yim) = AT + 1) = a. 


a 
r* 


ук) =a + —а + (а? + аха 


2 
| w А 
= а lr + = + Gr" + rm + 1)| = ap, 
c 
уз(а)== a + a + (at + ru x a Pi 
gs à 
—- 1 + =P; + (af + rar + 1) P? | = aP, 
2 
х а? 
yc) = a + т арг + (x + 1)а X aP} 
ms 
= al1 + zł: + (at + í)m(m + 1) Pi | = aP, 


etc., l'on voit bien comment l'on forme la suite 


ï, Ру; Pa, Pois 
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Ici, pour œ = 0,1, nous avons 


x(x + ia’ + 1i)=0,111 
y, = 0,11 
P, = ï + 0,005 + 0,111 = 1,116 
р, 1,232 
y. = aP. = a X 1,116 
1.116 Š 
Ya aji + + ол X 1,232 1 = à X 1,142 
p 200 


Р. = 1,299 


| 1,142 ` => | Ф , 
LESCH LE + mg T оли X 1,299 |=a X 1,149 
P, = 1,10 
Ру 1,822: 

En ne prenant pas davantage de dćcimales, l'on a; 
Va = yg = ym nre 


la valeur est 1,15 X 0,11 = 0,1265, 


Comparons avec ła valeur vraie 0,1274. 

Nous voyons que l'on a très rapidement une valeur 
approchée. 

Bien entendu, l'on vérifie que la théorie s'applique 
dans le champ où nous sommes ` les valeurs de f'y... 
sont convenables. 


П. — ITÉRATION 


L'opóration dite itération peut être regardće comme 
un cas particulier des approximations successives. 
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Soit une fonction définie f(x) dont la dérivée est 
continue; formons la suite: 


zy Ea == Дач), “= fa), 

Si celte suite a une limite a pour laquelle f et f' sont 
bornés, a est une racine de l'équation x = f(x) et 
l'ona 

fall < r. 
, [ 

En effet, l'on a £p=Q--ep et зр tend vers zéro avec — 


yq. = Œ + £p. = Ја + sp) = ја) + ep[J (a) + w] 
o lend vers zéro avec єр. D'où 


lim 23 = /'(а). 
£p 


Or si l'on avait | f'(a)|>> r, il serait impossible que la 
suite ep converge vers zéro, ce qui prouve le théoréme. 
Inversement, si а est une racine réelle de 


Ee J T) 


avec la condition |f'(a)] < 1, 
ilexiste un segment a — R, a + R, tel que si l'on forme 
la suite Xa. 2», ©ą... en partant d'un point quelconque 
x, du segment, la suite converge toujours vers a. 

En effet, formons ce segment par des points en les- 
quels on a constamment 


le] < 
soit L la limite supérieure de |f'(x)| dans le segment 


choisi. 
L'on a, d'après ce qui précède : 
Ep 


L, p > r. 


En 
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D'oà : I la tal < LP [a]. 

f I 
Donc єр; tend vers zéro avec p 


EXEMPLE : 
Soit: ax*—br--cz0, b =śącc>o. 


Я et MIES 
Оп pose z = ++ р 
et l'on obtient la plus petite racine. 
бо: ax" + bx - c = o, 
( "nc 
Г Т _ Ë L'e 
l'on obtient la racine positive. 
Soit : u= $ + esin u, o< è < t, 


L'on part de u, = Ç et l'on obtient la racine (Equa- 
tion de Kepler). 

M. l'arkas * a donné un théorème intéressant sur la 
convergence des itérations. 

Si f(x) est une fonction réelle et croissante et si l'on a 


p < Кр) < Aq) q. 
il y a convergence, dans l'intervalle pq. 
L'on a, en effet : 


p < fx) < q 


ou p < m < 4. 
D'où résulte fp) < fli) < q 
ou p ox < 9, elc, 


Deux cas sont à distinguer : 
vi > fi). Оп a la suite : 


p < %$ < m; «am. < En ©... QI 


* M. Fankas. 
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Кау) < fiz). On a la suite: 


q > Z > 2, Lq ml p 
EXEMPLES : 
JT) = a, + az +... + Aut, 
n I 
0 dh VIE 
< n 
Il y a convergence pour 
: I 
o < x < = 
. Ys 


Ла) = L (a + bx) 


GB up p. 


П y a convergence pour 


o (I —b)e < — 1. 


Hl. — CALCUL NUMÉRIQUE 


Voici un exemple, trés intéressant, que nous emprun- 
tons à M. A. Sommerfeld. * Soit A = — L (L désignant 
le logarithme népérien). Soit l'équation y =œ) x. 


sp „| ; 
Si l'on a: 0 y < - nous avons une solution z entre 
e 


I I 
o et zet une autre entre - et 1. 


CALCUL DE LA PREMIÈRE RACINE 


Soit la suite ane Du Tor 
EL. 
| TR AG, 
| EU M es y 
elc, 


"A. SOMMENPALD. 
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L’ Ta AT o 
гоп a —= —et z, = Yy <=; 

x. Mà deg ESCH 
donc Am > 1, donc®æ < д 


Et, plus généralement nous avons : 


ni AX AXn—i 
Tn = Мед T$. 
Don: MS > йй. О; 


Ze a bien une limite pour n = co, l'on trouve, pour 
1 


y = = 

” 100 
T; = 0,01000 
ж» = 0,00217 
in, = 0,00163 
Ty — 0,00156 
ж, == 0.00155. 


"A 


Le produit ©;.A2; donne 0,01000. 


Nous avons déjà une forte approximation. L'on peut 
montrer rigoureusement que les cinq premiéres déci- 
males de 2; sont exactes. 


CALCUL DE LA SECONDE RACINE 


Cette fois nous écrirons : 


f Mea Ey 
| Xi X, = y 
sh! 


| с. 
. etc. 


1 o 
Ayant: o < y < = l'on voit que 


, жү: 
< t donc r > Z, > => 


> 
3 
! 
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ad AT. 1 A 3 
D'ailleurs; — = — avec An «An. 
М. д, 
D'où : d A 
А ` ; E 
Puis hT. < 1, donc m, `>- 
е 
BA An WB 
et généralement —— = — 
Idi ln 
Хез; < Ага, donc ns > Zn. 
NE A R. SE 
D'ailleurs np — T < t, 
sin 
D A EM I 
D'où : Vna 2 
Ç : : t 
Done l'on a: o Ca Za a Basen >= 
[4 


Xn à donc une limite pour n = œ. 


. ï 
Soit y= — 
100 
d = 0,99005 


de = 0,98997. 


199 


L'on peut démontrer que ces cinq premières déci- 


males sont exactes. 


[l est bien remarquable que les deux racines soient 
aussi facilement séparées en prenant de deux façons 


différentes la chaine des approximations. 
UN THÉORÈME GENERAL 


Prenons, avec M. Sommerfeld, l'équation 


y — Í aea. 


Supposons f croissant avec x, 9 décroissant. 


www.rcin.org.pl 


200 INTÉGRATION 
Ecrivons 
fz.) = у 
Jx.) ofc.) = 
| Î 25) als) = Y 
elc. 


D'où £y, 2, 23... Si l'on peut faire l'inversion de f(x). 


Supposons бау) > 1; 
` Y 
d'où: : y 
gU) 
Jm < Jia) 
©з < M ы 
ls) > ga). 


Nous avons alors : 


y hd Er 
=. 0 (Xs) < (Te) š 
xr) еј fes) < fing) : 

d'où ж Tą 
Aa) lT.) 
Qu < M 


et ainsi de suile. 


Si, cn plus. nous connaissons certaines propriétés de 
f et ç, nous pourrons, comme précédemment, prouver 
la convergence de £i, Los 273.... 

Si l'on avait ç(2) < 1, nous retrouverions toutes 
nos inégalités, mais renversées et la conclusion serait la 
méme. 

Supposons maintenant que f et s varient dans le 
même sens, par exemple prenons f el ç croissants. 
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Écrivons : 
i Jin) = y 
\ Да») e) = у 
Лаа) баа) = Y 
etc. 
Supposons Stol > y 
Kë: 
gm) I^ 
Дх») < een ) 
Ty< Ty 
Ф(ш») < gin). 
Supposons encore (27) < 1 


alors on a : GL 
dy < dy 
elc. 
La < La 
La Le 
elc. 
Un tableau résume cette discussion, facile : 
f et 9 croissent avec < 
gu) > 1 
(Ta) 


(une ou deux limites) 
(24) < 1 2 
He) < 1 Es 
Tus ou zo limites) 
gm) > 


gta) < 1 


Ка) < ï 
(we) > a 
(zéro, unc ou deur limites) 
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ï 4 : К A 
S Te © Mg < Ty < Ar < Dn < 


201 


Ty < Lg Z Ue < T < Ty < т, 
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Si f et + décroissent avec x, il n'y a qu'à renverser 
le sens de toutes les inégalités. 

Si f et o sont monodrones et de sens inverse, il y a 
zéro ou une limite 

Pour étre mieux renseigné, intervertissons les róles 
de f et х, ce qui nous donnera des suites 


E vb P 
Sin Sir Stan 


et comparons à 1 les valeurs f(4,) et f&a). 

Il est urgent, dans toutes les questions d'approxima- 
tions successives, d'avoir une limite supérieure de 
l'erreur par la connaissance du mode de convergence. 
Par exemple : 


I + Z + >* + x° +... [2| <! 
м а" " x | 
+ — + — + rz -+-...... que 
1 TA E Es [x] quelconque 
x VR "r7 2 8 "E 
TIUS GG tO 


ont des modes de convergence tres divers. 
D'ailleurs, il peut fort bien arriver que les approxi- 
mations ne convergent pas, ne donnent pas de solution. 


IV. RACINES DES EQUATIONS TRANSCENDANTES 


La théorie des fonctions implicites nous a conduit à 
des calculs de racines. Faisons unc petite digression, 

Nous allons étudier des équations algébriques et 
transcendantes, qui jouent un rôle dans un problème 
fonctionnel et qui montreront l'emploi fécond de l'image 
géométrique, à côté de l'emploi des théorèmes abstraits. 
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Racines de l'équation t — o: 
L= (+M) Nn -1— (N — 1) MÀ M — N 
lorsque la variable N est comprise entre 
1 et M — 1; avec an + 1 t. 


Traçons la courbe: 


1(— оо) = — оо, l(-Feo)— + œ 
lo) = Mn М >o 
Kt) = 0 


I(M)= 2M"! — M >o. 
Prenons les dérivées 
R ==(ап + 1)(1 + М) №" — MH — 1 
dt 


TI: anan + 1)(t ps M) №1, 


La dérivée première, pour N = +4 1, est nulle pour 
an 1 = r et négalive pour 2n -- 1 — 3, 5, 5,... 

La dérivée seconde monlre que la courbe, pour 
N < o, tourne sa concavité vers le bas, el pour N > o 
vers le haut. 

Donc les courbes ! ont la forme ci-dessous. 


П y аиле racine a+, entre ï et M. 
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Le point dépend de l'indice an + 1. Peut-on, pour 
deux indices différents, avoir une méme racine т? 
C'est impossible, et nous allons le prouver en élu- 
diant l'équation transcendante 
t= (1-- М) № — (М — 1)M*—M — N. 


Posons 


= Um V 
u = (14M)N2 — N 
, v = (N--10)M* + M. 


Dérivons en x 
t= u — v = (1+ M)LN.N* — (N — 1)LM.Mr. 
La dérivée n'a qu'une racine, donnée par 


M\* _ (i+ MLN _ 14+M N П 
NJ —N=NVEM" KL "LN" 


Montrons, en plus, que cette racine X est supćrieure 
à r, c'est-à-dire que l'on a : 


M (MON 1 


ou encore : 


Mit N—I 
MLM ” NEN 
quand on a 
M > N > 1. 
Soit 


xf = LM, у= LN 
il faut montrer que, pour x> y > o l'on a 


et At QV — 1 


res 7 yer 
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Pour cela construisons les courbes 
RTS I— 6-7 
Js= x "КЗ y 
et prouvons que l'on a 
Jz > Tr 


KÉ > Qu AVEC © y. 


et 


E 


Soit l'hyperbole (en pointillé) zx= 1. fz est au-dessus 
et çx au-dessous. : 
Donc 
Ја > zs, 


, 


Sec 0 


En plus on a 


car 
zły z — e? (14-2) — 1. 
Or 1 4-2: — ez est négatif œ étant positif, puisque l'on 
peut écrire : 


xt 
eg — rt + T + z e F dee 
Donc f(x) = u — va un minimum pour x = X > 1. 
D'ailleurs l(1) = o. 
CALCUL NUMERIQUE. 12 
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Les deux courbes u(œ) et v(œ) ont la forme ci-dessous 
et ne se coupent donc qu'en un seul point Ç > I. 

Donc Moi n'a qu'une racine Z supérieure à r, et si 
nous revenons alors à t étudié, en fonction de N, nous 
voyons que la racine +, varie avec l'indice 2n+1. 


ax|------------------ 


Dans le Mémoire auquel je renvoie, l'on trouvera la 
matiére d'études analogues, avec l'application d'un 
théoréme fondamental de Laguerre *. 

Il y aurait, sans doute, beaucoup de résultats pra- 
liques à tirer des Œuvres de Laguerre. 

Nous ne faisons que le signaler, aprés avoir montré 
l'importance des graphiques dans ces questions. 


* R. D'ADHÉMAR (2). 
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Équations différentielles. = Approximations 
successives, 


I. — INTRODUCTION 


Comme pour les quadratures, indiquons d'abord 
quelques cas bien connus, pour lesquels il serait mala- 
droit de recourir a des calculs numćriques compli- 
qućs. 


Diffćrentielle exacte. 


On sait que l'expression P(x,y)dx+Q(x,y)dy est une 
différentielle exacte si l'on а: 


= gu di 
dë ас’ Q = dy” 
c'est-à-dire : 
dP — dQ 


Variables séparées. 
Soit X(x)dx + Y(y)dy — o, il suffit de faire les deux 
deux quadratures indiquées. 


dv 


Soit "II J (2) ; les variables sont séparées en posant 


Yy = ау. 
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d x+ by +c 
Soit Z = J Es toy r ‹ 


1 iE Bv EC =); on ramène au cas prócć- 


dent. 


Equation linéaire du premier ordre. 


dy = 
мс ` M `Â 
ect P(x)y+Q(x)= o. 
D'aprés Lagrange (Variation des constantes) on 
intégre d'abord : 
dz 
аа A, IMP. == 
dr P(x)z = 0. 
La solution y est égale à uz, u se détermine facile- 
ment et l'on a : 
"Pd. 
Qe ES 


med "le = 


Equation de Bernoulli. 
y +Py+ Qy'— o. 


Elle se raméne à la précédente en faisant : 


Equation de Riccati. 
у +А ++ Ву Су — o. 
Elle se ramène а la précédente si Гоп соппай иле 
solution. 


Si l'on a quatre solutions, leur rapport anharmonique 
est constant : 


h—95h.»—*^.6c 
Yı Y Y Ys 
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Équation de Lagrange, І 
š dy 
y+ ef pit gip)— o (» — a 


En dérivant en z, on a une équation linéaire en x 
regardé comme fonction de p. 


Equations linéaires homogènes, 


Si l'on connaît p solutions, indépendantes linéaire- 
ment, l'on ramène à une équation d'ordre n = p et à des | 
quadratures. 
L'on écrit 
P. 
y = У Ch Ya 
1 
et l'on regarde C, comme fonction de z (Variation des 


constantes). 


EXEMPLE: 
Soit 


v + Py + Оу = o, 
` À < 


L'on connait une solution y, ; la solution sera : 
a - f Pas 
y == Y; |: Lb / — ë J ar |. 
i ] / у 


Equations linéaires поп homogènes. 


Même théorème, 
En plus, la variation des constantes donne la solution 


si l'on a celle de l'équation sans second membre. 
12, 
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Équations à coefficients constants. 


I, у + azy "=D, Haay = 0 


$(s)— sn + s" dn 


A une solution s de 2(s) = o, d'ordre h, correspon- 
dant les h solutions 


eUD, 26920,... „212692 


П. Il y a un second membre 

1) V = Batz) polynôme de degré m. 
On a une solution ` x" Ou). 

Qm est un polynóme de degré m. 


4) V = est pa), 


Solution : et ga P (a). 


Équation d'Euler. 


(pz + q)y + а (pr + qy-!y"n-0 +... + any = 0. 
q 
On pose x + += ël 
p 


d'où une équation linéaire, avec la variable f. 
L'on a des théorémes analogues pour les Systèmes. 


Nous renvoyons à tous les Cours et Traités pour la 
théorie des Adjointes, Multiplicateurs, Théorie de 
Fuchs, Transformation de Laplace, etc. 


П. — MÉTHODE DES DIFFÉRENCES DE CAUCHY 


Celte méthode est la plus naturelle et son champ 
d'application est le plus étendu : on regarde une diffé- 
rentielle comme limile de différence. M. Lipschitz ayant 
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simplifié et précisé la méthode, on l'appelle en général 
« méthode Cauchy-Lipschitz » et l'on appelle « lipschit- 
zienne » une fonction satisfaisant à la condition qui va 
étre ecrite. M 

Soit l'équation différentielle : 
dy 
dr 


avec les hypothèses suivantes. 


= }(г.у) 


Pour : [ж-а] <a, [y— y|] < b (1) 


la fonction réelle f(x,y) des deux variables réelles x et y 
est continue, c'est-à-dire que, étant donnée une quan- 
tité A aussi petite qu'on voudra, on pourra déterminer 
ô tel que 

pour : [Ar] <ô, JAy| <š, 


on ait: | z+ Am, y+ Ay) — fel <A, 


les points (x,y), (x+Ax, y+ Ау) étant dans la région 
définie par les inégalités (1). 

De plus, d'aprés M. Lipschitz, il sera nécessaire de 
supposer qu'il existe une quantité positive k telle que 
l'on ait : 

esy) — fiz. y] < k lys у]. 


Cetle hypothèse est vérifiée, d'après le théoréme des 
accroissements finis, si f a. par rapport à y, une dérivée 
partielle finie. 

Soit А une quantité positive satisfaisant aux inéga- 
lités 

Axa, AM<b, 
en appelant M la valeur absolue maxima de f(x,y) pour 
les points du domaine (т). 


* E. PICARD. 
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Il existe une fonclion continue y de œ satisfaisant à 


l'équation différentielle Е 
dy 
dr zs mam 


définie dans l'intervalle x, == А ct passant par le point 
(Tos Yo). 

Partageons l'intervalle xax par les points £i, X»... 
Xn— et écrivons les équations 


Yi — Yo = (Ti — To A vos Kol 
узур (а) ДУ) 
Yn — Уп— (U — Гуа Ж ЕШ -p Yn) 


qui déterminent, d'abord y,, puis ys eic. 
D'abord, ayant MA < b, tous les y sont dans l'inter- 
valle voulu, l'on a 
[yr = yo] < b. 


Admeltons ceci, qui est facile et montrons que quelle 
que soit la subdivision, quand n devient infini, yn a 
une limite unique, Ya solution cherchée. 

Soit d'abord une loi de subdivision telle que l'on 
passe d'un mode d'intervalles au suivant en fractionnaut 
chacun des intervalles précédents. Pour une telle loi 
de subdivision, y tend vers une limite. 


Soit Ja, ay our Lys „ү na, T 
la premiére subdivision; nous marquerons par un 
accent le second mode de subdivision. Soient l'inter- 
valle 2.22.41 ct 


, y 7 
== Lys ast L Ms vo M Te Li 


les valeurs intermédiaires des x'. 
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On aura 
[Y m — y i| Grm — x) M < (44 =TM. 
Nous supposons la premiére subdivision poussée assez 
loin pour que l'on ай: 
Taty — m, LÈ EL (тру z) M < 2. 
D'où : 
[Gr me Y m) feu y )| < А (3) 


Nous avons d'ailleurs : 


KLL _ у! — (Erą afia, yo. 
Yir = Yoko = (Tipa — Lä yi) 
Yn — Yn 4 = (Z n _ Tana Mia na, Y'n- i). 


Faisons la somme en tenant compte de (2) : 

Уя Y 1 = (2.44 — Zx) [fZ y) + 0] [o] < и. 

De plus on а: 

Yati — Ja = (Las — Lars Ya), 

et, par suite : 
Y п Уа руу + (age Даг. Y Ò- Nias AE 02] ; 
mais x; — ` nous avons donc, puisque f est lipschit- 
zienne : 
Y» уу Уу | ati Ca) [f (Yi — 42. (8) 
inégalité capitale. 

Cette inégalité donne une limite de la différence des 
valeurs des lettres accentuées et non accentuées en 
Xap: en fonction de leur différence en x„. Nous sommes 


donc certains, en allant de proche en proche, de trouver 
une limite supérieure de |y — у] en x. 
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Désignons par Nu la différence |yn — y.al. 
Alors (3) s'écrira : 
Way > V, + (Ж — ma) [k| Va | + X], 
Vaga Kelt + Кор &;)] + Ааа = Ta) 


par conséquent, puisque V, = o, 


À A 
Va ri tÈ < ra 14а) Саас). Са уа). 


Ог, оп а 
t+ kz < еб; (x > o) 


on en conclut 
; des 
Maskę < ze 1770 — t]. 
` 


ou bien : 
[Ya Yapi] [0812071 — 1]. 
Donc y(œ) étant la valeur provenant de la première 
subdivision et y'(œ) la valeur provenant de la seconde, 
l'on a : 


e A 
[v у] «рече — 1]. 
` 


Or À tend vers zéro avec 6, donc nous avons bien 
une limite y(œ). 

D'ailleurs un autre mode de partage: £o 5, £s... 2, 
avec une subdivision quelconque des intervalles Z, ё, 1, 
conduit à la même valeur y(œ). Il suffit pour cela de 
comparer le partage : Xo 2, Xz... œ ainsi que celui-ci: 
Xo 1 Sa... œ au partage formé par l'ensemble des deux. 
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Nous obtenons une limite. Il resterait à prouver que 
c'est bien l'intégrale : nous n'avons qu'à renvoyer le 
lecteur au Traité d'Analyse de M. E. Picard. 


III. — EMPLOI DES APPROXIMATIONS 
SUCCESSIVES 


Nous avons déjà rencontré ces approximations et 
nous allons y revenir parce que M. Picard a prouvé 
péremptoirement la valeur de cette méthode en l'appli- 
quant aux équalions différentielles d'ordre un ou deux, 
aux équalions aux dérivées partielles d'ordre deux, au 
calcul fonctionnel, etc. 

En un mot, l'on part d’une relation fausse pour 
arriver, à la limite, à la relation vraie que l’on cherche. 

Soit 

dy 


= e) 


On suppose : 
Lea < M et Гоу) < K 
pour : 
|| < a et [y] < b 
et l'on cherche la solution passant par l'origine. On 
écrira : 


dy Ç d - 
Co = fir. 0) ... Y(T) = / Ji = 0d 

dy. R = > d ) 
de "Ne, уц)]... Yin) = ў f yu] d. 
etc... 
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Le résultat est le suivant : 
pour [r|c a et < M 


(TG), var), узб)... tendent vers une limite, qui est la 
solution cherchée, * 

En général il ne saurait exister aucune autre solu- 
lion. 

Il nous faut relier ceci à la théorie des Equations 
Intégrales. 

Nous ne parlerons pas de l'équation de Fredholm, 
parce que la solution de l'illustre savant ne se préte 
aucunement au calcul effectif. ** 

M. Lalesco a montré que l'équation у = f(x,y) peut 
être ramenée à l'équation intégrale non linéaire du type 
Abel-Vollerra : on peut, en effet, l'écrire : 


y(x) — f^ fts.y(s)] ds == C. (constante). 


Prenons le type plus général : 
Фа) + f “q [z s, g(3)]ds = Fa); 


. 


о est inconnu, b et F sont donnés. 
Faisons les approximations : 
$| (z) = F(x) 
Ê f U 
21020) + d ln, s, po (s))ds = F(x), 
etc... 
Supposons +(x, s, t) continue et [|] < M, pour 
[x] < a, |t] < b 


* M. LINDELOF a apporté un perfectionnement intéressant. 
** R. D'ADHÉMAR. 
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et supposons aussi 


|F'(2)| < K 
soit encore : - 
[Е(2)| < b pour |œ] < a 
et posons 
3 b 
ges ESA 


фо, Q1, 92... tendant vers une limiłe, qui est la solution 
cherchee, * pour |x| < a et d eta”. 


Nous allons montrer quelques calculs de solutions 
d'équations différentielles. Il n'est pas douteux que, 
plus tard, les approximations successives serviront pour 
le calcul effectif. 

M. Е. Colton,** dont les travaux sur ce sujet sont très 
intéressants, m'a signalé que « l'emploi systématique de 
la notion d'équation intégrale permettrait tout au 
moins de simplifier notablement l'exposition des résul- 
tats » de son mémoire n? 3. 

Nous aurions voulu pouvoir reproduire ici son 
mémoire n? 2. Nous y renverrons. C'est une étude 
pratique trés détaillée. 


* T. LALESCO. 
** E. Соттом. 


CALCUL NUMERIQUE. 13 
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CHAPITRE IX 


Equations différentielles et aux dérivées 
partielles. — Calculs numériques. 


1. _ APPLICATION 
DE LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES DE CAUCHY 


Prenons une équation de forme simple, que nous 
sachions intégrer, de façon à permettre une vérifica- 
tion de l'efficacité de la méthode : 


У ze @ 
L'on pose у= ux, 
ak , й—1 
d'ou : H + ru = 
Uu +1 
du UNE 
p — es 
dr u +1 
dx du udu 
L u*+1 u*--1 


CR І В 
L= + c=arctgu + -L (u3+ 17. 
KN s 2 


Prenons l'intégrale y(x) qui passe par le point (1,1) 
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La fonction y(x) est nulle pour Lœ = с, ou : 


ce qui donne à peu près © = 3. 


D'autre part, calculons y par la méthode des diffé- 
rences, à partir du point (1,1) et en donnant à ж des 
accroissements égaux à о,т. Nous avons : 


у, — y = o y = 1 (1) 
—t 

у, — t = 0,1 X M Le оз X (—0,0476) 

ya = 1 — 0,0047 = 0,9953 (2) 

Ce Ya — La 

Y: — 0,9953 = ол X Ys FZ a = — 0,0092 

y, = 0,9958 — 0,0092 == 0.9861 (3) 

Ya = 0,9865: = ол X LL lers РНЫ 0,0137 

2 ya + Ta 2 

у, = 0,9861 — 0,0137 = 0,9724 (4) 

Уз = 0,9724 = — 0,018 

ys = 0,9544 (5) 

Ye — 0.9944 — 0.0222 

ys — 0,9322 (6) 

Y; — 0,9322 = = 0,0263 

y; == 0,9059 

у* — 0,9009 => — 0,0304 

y" = 0,07 55 

y = 0,8755 = — 0,0345 

у, = 0,8410 

ya — 0,844 = — 0,033 6 

yw 0,8024 

Yu = 0.802 == — 0,0125 
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Yn = 9,700 

ya = 2,760 = — 0,0469 

yi: = 0,715 

ya = 0,714 — 0,090 = 0,664 
Ma == 0:005 = 0,009 = 0,609 
yu = 09,609 = 0,05) = 0,930 
Yw = 0,030 = 0,063 = 0,487 
yw = 0,487 — 0,071 0,416 
Yu = 0,416 — 0,073 = 0,343 
Ую = 0,343 — 0,077 = 0,266 
Yw = 0,266 — 0,083 = 0,183 
Үп = 0,183 — 0.093 = 0,09 
Ye = 0,090 0,094 = - 0,004. 


Ога. = Mt. 


Notre solution approchće s'annule bien aux environs 
lu point exactement calculé. 


П. — TRAVAUX DE M. RUNGE 


M. C. Runge a fait usage, pour les équations diffé- 
rentielles, d'une généralisation de la régle de Simpson, 
Suivons l'exposé de M. Runge. 


ay z urs A 
Soit те = JG, y). 
Au lieu de 
(1) Ау = Jr, yo) Àm, etc... 


il vaut beaucoup mieux poser 


ï * ` 
(2) ay 4 ғ At, yo + L tayia) Az a r, etc... 
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Cette méthode de calcul correspond à l'approxima- 
tion fournie par la somme des trapëzes dits tangentiels 
dans le cas d'une intégrale, et on retombe sur ce cas si 
on suppose f(x,y) indépendant de y. 

Par analogie avec la somme des trapèzes fournis par 
les cordes, on peut aussi poser 


(3) 4: 


=K Los Ye) + Дао Ac. yo + J(Loyo) Xm] RE Ver : 


1 


Si l'on compare en effet la valeur exacte de Ay, que 
l'on peut concevoir développée en une série procédant 
suivant les puissances de Az, avec celle fournie par la 
méthode d'approximation développée également sui- 
vant les puissances de Az, l'on reconnait que dans le 
cas de la méthode primitive d'Euler la différence entre 
les deux valeurs de Ay, est du second ordre, tandis que 
dans le cas des deux autres procédés, elle est du troi- 
siéme ordre. 


La valeur exacle de Ay est : 


Ay= ЈА (Jy + hf) — 


A 
al 


- + Ar? 
t Gh + 215] + Jou J? + 241, +J Jl) e OUO 


où f, et f; désignent les dérivées partielles du premier 
ordre de Kæ,y), fu, ba, Ља celles du second ordre, selon 
la notation usitée. 

Les méthodes d'approximation d'autre part donnent 
pour Ay les valeurs : 


(1) Jaz, 
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śm, : Aa" 
(3) fAc+(f += + Qu + aha Ја) + na... 


A <= „ Ax 
(8) JAxr+(0(h +J) = th + faf + Jue J") + TT 


Si, par analogie avec la régle de Simpson, l'on com- 
bine ensemble les deux derniéres valeurs approxima- 
tives en ajoutant à (2) le tiers de la différence entre (2) 
et (8), l'on obtient la nouvelle valeur approchée 


; : Aa? ` Ag 
JA GT f =Â + (Ji + 2J12/ + Ja P) =+ "өө 


qui, dans les cas oü f(œ, y) est indépendant de у et ой 
par suite f,—o, est identique à la valeur exacte jus- 
qu'au terme du troisième ordre inclus, mais qui ne 
lest pas dans le cas général ici considéré. Nous ne 
pouvons donc pas conserver sous cette forme l'analogie 
avec la régle de Simpson. Mais on peut lui donner une 
autre forme. Au lieu de l'expression approximative (3), 
nous en introduirons une autre qui d'ailleurs est iden- 
tique à la valeur dite des « trapézes formés par les 
cordes » quand f(x, y) est independant de y. 
Prenons à cet effet pour valeur approchée de Ay : 


Ay + Ay 
х ; 
où A'y = f(x, уо) Ar et où А”у est Né à Ar раг les 
relations 


Ay = fiz, + Ax, yo + My) Az, 
A"y = fit, + Ax, yo + Ay) Az. 
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Cette valeur approchée, développée suivant les puis- 
sances de Ax, donne la série 


(3a) JS a+ FA = 


+ [Jin Efl + fa + fS +RDI + 


Or la différence entre (3a) et (2) est 
É h + fief + Ja)" + - TL +Л A a +. 


Si l'on ajoute alors le tiers de cette dernière diffé- 
rence à (2), on obtient la nouvelle valeur approchée 


(4) > e ERIT 
faz S +} = 


+ Un ааа HSS SSS ŁAP] + 


qui coïncide avec le développement de la valeur exacte 
jusque et y compris les termes du troisième ordre. 
Quant à ce qu'il importe d'observer dans l'application 
pratique, on l'indiquera bien clairement sur un exemple. 
Soit donnée l'équation différentielle 
dy _y—s, 
dy LE e" 


on demande la solution qui, pour x = o, donne y = 1. 
L'on peut obtenir cette solution par voie analytique. 
L'introduction des coordonnées polaires fait prendre 
en effet à cette équation différentielle la forme 

dz = 


dr 
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par suite, puisque pour r = I, doit êlre égal à- 


et 


r = 


Cette formule permettra de contrôler notre procédé. 


5 Y-% 
Дж, y) = 
А y+ z 
MÉTHODE MÈTHOUE 
DES THAPÈZOS TANGENTIELS DES rnapi ZES DES CONDES 
— "ч, — | —a a _ — 
X y L J 
LET Z => 
0 i o 1 | 
3 =o, | fío,1142 —».1 Ar 0,3 Rondi =o < 
o, t: ПП о, 1,7 
Age, 2| (ot; rr) =, и; Joa 1,2) 0,144 
o, 9 1,107 0,143 
/\о,з}1,143)А = 0,10€ — 


1 


0.945 0,140 


"m, 95 1.143 
Ier) os 1,149) is A LA | Ay= — — 6.170 


3 


Nous obtenons donc par la méthode des trapèzes tan- 
gentiels y = 1,167 et par celle dite des trapézes des 
cordes : y= 1,170. Il faut ajouter le tiers de la diffé- 
rence de ces valeurs à la premiére, ce qui conduit donc 
à y = 1,68. — Une fois bien au courant de la succes- 
Sion des opérations, on n'a pas besoin d'écrire tout 
en détail comme le tableau l'indique. L'on verra les 
calculs poussés deux échelons plus loin dans le tableau 
suivant qui ne nécessite pas d'autre explication. 
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a y z y 
0,2 1,168 0,2 1,168 
0,15 0,106 0,3 0,212X— || 
0,35 1,274 0,5 1,580 
0,9 0,170 0,140 
0.3 1.335 Trapézes tangentiels 1,308 
1,341 Trapèzes des cordes 0,1344 
5.603 0,446 
0.173 
1,941 
—— NA 
0.9 1,550 0,5 1.339 
0.25 0.114 0,5 0.228 
0,79 1.453 1 1,567 
0.5 0,160 0,110 
1 1,499 Trapèzes tangentiels 1.449 
1,499 Trapezes des cordes 0,092< 
0,320 
1.160 | 


L'approximation cette fois est beaucoup plus grande. 
L'écart entre les deux valeurs qui correspondent à la 
méthode des trapèzes tangentiels et à celle des trapèzes 
des cordes, fait voir que l'erreur n'est pas essentielle- 
ment supérieure à une unilé du troisiéme ordre déci- 


13. 
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mal. -- En fait, on trouve au moyen de la formule 
T 

r =ë *, que pour 2 — 1, y est compris entre 1,498 et 


1,499. 
Dans les trois approximations successives, l'on a 


dY Z | ge Y A 
ДЕ. © est pourquoi l'on a choisi x comme variable 


> r . ` . d A 
indépendante. Si l'on avait = >, les rôles de œ et y 


devraient être intervertis. La précision de la méthode 
dépend en effet de la convergence du développement de 
Ay suivant les puissances de Az. Si l'on se rapproche 


| : NUM «айй ee Я 
d'un point ой mę devient infini, la convergence devient 


plus faible et cesse totalement d'avoir lieu au point 
méme. Mais cette difficulté sera écartée en prenant pour 
variable indépendante la coordonnée qui varie le plus 
rapidement. 

Cette méthode est applicable sans difficulté aux équa- 
tions différentielles d'ordre plus élevé. Je m'en tiendrai 
ici aux ćqualions différentielles du second ordre. L'on 
sait que toute équation différentielle d'ordre n peut 
s'écrire sous la forme d'un système de n équations 
différentielles simultanées du premier ordre, ой les 
(n — 1) premières dérivées sont remplacées par cer- 
taines fonctions. Aussi exposerai-je la méthode pour un 
systéme d'équations différentielles simultanées, la symé- 
trie présentée étant alors plus avantageuse. Soit données 
les deux équations 

dy 
dr 
dz 


dr 


Jio. y, z). 


gia, y, 2). 
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Nous pouvons regarder ce systéme comme un mode 
de fixation de direction dans l'espace (eine Richtungs- 
vorschrift ein Raume), de méme que l'équation diffé- 
rentielle du premier ordre équivaut à un mode de fixa- 
tion de direction dans le plan. Par analogie avec ce que 
nous avons fait plus haut, nous partirons d'un point et 
calculerons des valeurs approchées. — D'après la mé- 
thode d'Euler, on poserait : 


Ay=ffey.z)az, Az=g(r,y,z) Ax. 
si œ est choisi pour variable indépendante. — Dans la 
méthode dite des trapèzes tangentiels, on poserait : 


Ay A + S A >, y + far, z + ya] A >, 
2 3 3 


Az = 4 É + HEEN + : f Àv, 24 tnc Ах, 
2 2* 2 
Enfin avec la méthode des trapézes des cordes on 
poserait : 
Ay = fr, y, z) Kz; A'z=g IA 
A^ y = /(ж+ Aw, y-FA'y, z +A"z)Ar; "c HU 14 2: 
A'y=fr+Aam,y+A"y,z+A"TzjAr; A"z— g( ) Nx 
Ау +A" y A'z+A"z 
* Р Az ema LA 


2 2 


Ау= 


En combinant les deux syslèmes d'approximation, 
l'on a des valeurs approchées qui coïncident avec les 
valeurs exactes pour les trois premiers ordres. 

L'on а: 

fa Az, y+ Ay, z+ Az) = /+/А>-+,%Ау+„%г2 

Le ^ š e 

SÉ Art Joa Ay? 7 Jas 42° + 2 [13 ar Ay- dëi Ay Az 
Hafa 3240) 
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Si l'on y remplace Ay et Az par leurs valeurs exactes, 
développées suivant les puissances de Ax, à savoir: 


Ал? 
Ay = fax + (h + АЈ + Jsg)— +. 
Aa" 
Az = gar + (h + gaj + 90) — +... 
on obtient au développement de Hz Xr, y+ Ay, z+ Az) 
suivant les puissances de Az: 
fhet Az.y4+ Ay z-- Az) — JG Ja] + fa) 


1 Ї 
+ ; il Jita tg) Ax 
1 
+ — (nt g+ gag) Aa 


KA s 
ch = [Jn + fa [* + Лар Hafif 
2 
+ajs Jg + 2 fig] Na? 
-+ des termes d'ordre plus élevé, 
Posons, pour simplifier l'écriture : 
О = Jal ht Jaz + Jat + Ја +92 S+ 939) 
V=Ju+ Ja f^ + Ја ++ э/»/-+ 3/5 9+ аад. 
L'on aura : 
JV(x+Ary+8Y24+4A87)= [+ (+ f, f+ Jag) Ar 
Ç Ax? CR Ao? 


IPM 


2 4 


Si l'on veut alors former le développement de la 
valeur approchée qui correspond à la méthode des lra- 
pèzes des cordes, l'on doit construire l'expression 


JX fae Ne Ayata") ÁZ 
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où Ay=fr+Aat, y tAr, zEgAX) = JA œ 
er f+ fag) ct ses 
z= (x+ Ar, y+ JAT, z+ g Ar) Ar =g Ax 
TG kelen -n 
L'on obtient par suite pour la valeur approchée de 
Ay le développement 


äerz Atten M 4 USE Am... 
Pour la valeur approchée qui za X; Y à la mé- 
thode des trapezes tangentiels, l'on a: 


(2+5 Law,y+ Ay, a as] ass Ar 


A r 
Gc APIS quy BE par... 4.4 = 
Retranchant cette deuxième valeur de la première, 
on obtient 


ajoutant ensuite le tiers de cette différenceà la première 
valeur, il vient : 


" T m 
J Ai (faf fg 3 +082 m Ed = 


Les termes écrits ici explicitement coincident exacte- 
ment avec les termes correspondants de la valeur 
exacte de Ay. L'on a bien en effet : 

Ay = J `" Ke Ar. y+ Ay, Z+ Az) Ar 


A Ac 


= јла) AÉ + UÈ + v + 


N en est de même de la valeur =; a de Az. La 


— 


www.rcin.org.pl 


230 INTÉGRATION 


démonstration est la même, sauf qu'il faut intervertir 
les rôles de y et z, ainsi que de f et g. 

Pour l'utilisation pratique de ce procédé, il faut scu- 
lement observer qu'il est préférable de prendre comme 
variable indépendante celle qui conduit au développe- 
ment en série le plus rapidement convergent. L'on chan- 
gera donc en général de variable indépendante lorsque 
les dérivées prendront une valeur notable. 

Comme exemple, M. Runge étudie l'équation qui 
détermine la forme d'une goutte ou d'une bulle, équa- 
tion qui jusqu'ici n'a pu être intégrée analytiquement. 

L'on sait qu'à la surface de la bulle, la courbure 
moyenne est une fonction linéaire des coordonnées 
rectangulaire. En choisissant convenablement le plan 
horizontal des coordonnées, la courbure moyenne peut 
être prise proportionnelle à la coordonnée verticale. 
La goutte reposera sur une base horizontale. Elle possé- 
dera alors un axe de symétrie que l'on prendra pour 
axe de z, le côté positif de l'axe étant dirigé versle bas. 
Pour une bulle qui passe au contraire par le bas sur 
une surface horizontale, l'axe de symétrie pris pour 
axe oz aura sa direction positive dirigée vers le bas. 
L'équation différentielle aura donc la forme 


^ Lies 
z = z Ker K), 


K, et K, désignant les deux rayons de courbure prin- 
cipaux et « une constante dépendant de la mesure du 
fluide (de la dimension d'une longueur). Or l'un des 
rayons de courbure dans le cas d'une surface de révo- 
lution est toujours égal à la portion de la normale 
comprise entre la surface et l'axe de révolution, tandis 
que l’autre rayon de courbure est égal à celui de la 
courbe méridienne. Si l'on désigne par r la distance 
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d'un point de la surface à l'axe des z, par s la longueur 
de l'arc et par ç l'angle que la courbe méridienne en 
ce point fait avec le plan horizontal, on aura donc : 


(27+ o 
DT == [| ——. + _ 


pr Té 
Au lieu de "s lon peut aussi écrire Җи) ой 
d(— Cos s) , : dr dz x 
dz , puisque l'on a dę = Coss, JR — Sin z, 


L'équation différentielle peut donc être remplacée par 
l'un des deux systèmes d'équations différentielles simul- 
tanées ci-dessous : 


dz T dr Cot 
= Tang ç, => = Cotang s, 
dr ET dz ESA 
T: - ou y z. 
d(Sin o) az Sing d(Cos s) az , Sing 
wa == — = D — MÀ — — w —a 
dr ei r dz к "=> 


Si [Tang e| < 1 on prendra le premier système; si 
au contraire [Tang al >ï on emploiera le second. — 
Toutes les gouttes et bulles ont un plan tangent hori- 
zontal au point situé sur l'axe de révolution. Je me limi- 
terai donc au cas où, pour г — o, l'on a aussi 9 — o. Пеп 
Sino _ d'an 4) 


dr 


‚ en sorle 


résulte que, pour r= о, comme on a 


r 2 T d(Sin 4) az d(Sin ç) 
aussi par suite = = — — ———- 
Quo dus par SSS dr ai dr 


que la courbure au point sur l'axe de révolution est 
égale à "i — Pour chaque valeur de cette courbure 


prise pour la valeur de z sur l'axe de révolution, on 
obtient une solution différente de l'équation diiferen- 
tielle. Il suffira donc de calculer une famille de solu- 
tions pour une valeur déterminée de x. Car, x ayant la 
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dimension d'une longueur, toute solution, selon le 
choix de l'unité de longueur, correspondra à une valeur 
quelconque de «. Оп ne diminuera donc en rien la 
généralité en supposant que l'on prenne d — 1. 

Soit par exemple pour r = o, z = 1. 

Partons de r — o, z = 1, on obtient succesivement : 


r == 9,2, 2 = 1,0202 
г 04; z = 1,0894 
r = 0,6; Z = 1,2145. 


A partir de ce moment tg ç devient supérieur à un; 
prenons z pour variable, avec le systéme : 


dr | d соз s sin 2 
=== COLE +, —— = — 22 + Le 
dz Y dz H. 
Nous obtenons : 
F = 0,7348, z z 1,3745 


et finalement on a, avec prócision * : 
г = 0,818, z 1,057 


III. — EXTENSION DE M. GANS 


Apres les travaux de M. C. Runge, que nous venons 
d'exposer, M. R. Gans a fait une étude analogue pour 
l'équation aux dérivées partielles : 


dz | _ dx 
ду“ (x. y. z. 5 
avec la condition suivante, de forme acceptable, comme 


on le sait bien : 


z = (€) pour y = Ya. 
Nous regardons 2 comme un paramètre et dévelop- 


* C. RUNGE. 
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pons az par la formule de Taylor suivant les puissances 
de y = yo — Ay. Alors la valeur exacte de Az se repré- 
sente de la manièrc suivante: 


2 
az= fayi it Ja] + fau) Ба 
Т |+ 2/23] + 2 faq + fas P + 2. fat + J salto 


+F fat Ja] fau) + fa 7 D dis : 


On y désigne les dérivées de f suivant la notation 
connue par des indices, et on pose SH abréger ` 


dz 
и = J,+ fs — + AE 


dæ 
Nous formons ensuite la valeur approchée de az cor- 
respondant au trapèze tangentiel dans la règle de Simp- 
son : 
` 1 dz! 1 
N= f| 2yo + 74y;7% + = fay, + TusAy)Ay: 
\ 2 (dr ru 2 = 
celle-ci donne, développée Buivánt la puissance de лу: 


N, = Jay-F (Jet JJA fu Er 
E] 


t [faut Sss [+ Jat afe [+ 2 Jutt+ aJ, Jul =a Te. 


Une autre valeur approchée, qui correspond au tra- 
pèze des cordes dans la règle de Simpson, est donnée 
par le système suivant d'équations : 


N, E + A Z 
A z == fAy 
À z=j|a Yo+ À Y. 243 A's (22) cuya 
“rL jo 
A": (RZE p A" z =) + (i avr] 
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N. = Jay +i Sat SS+ Jau) + 
A | 
(fast faj + fa + ә fos f + 2 fau а fa fu) = 


du fay’ 


T Jl J: ï DE Mu) fa т Ka T+. 


D'après cela, N; + — coïncide jusqu'aux termes 
du 3* ordre inclus avec le développement exact de Az. 

— La marche du calcul sera rendue plus claire par 
un exemple. Soit 

dz x dz 

avec 2 = c” pour y = I. 

Soit à chercher z pour y == z et de petites valeurs de œ. 

L'équation proposée est intégrable analyliquement 
au moyen de l'inlégration du système : 

dr 


— г y o 


dy dz 

et donne avec la considération de la condition initiale : 
z = e. 

donc pour y= 2 et de petites valeurs de z, si nous pou- 

vons nous limiter aussi aux premiers termes du dévelop- 


pement: 
z= i + ax + ant + 1,333 23, 


D'après M. Gans, on aura : 


r dz 
J= y de 
Vid: Gz 
“= y| + Te) 
du П | dz dz 
452 qt) 
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Comme z n'entre pas explicitement dans f, le calcul 
est quelque peu plus simple, en ce qu'il n'est pas besoin 
de calculer A"z. 


Au trapéze tangentiel correspond le calcul suivant : 


Y= 0,2 „== 22 + RT HEN | 


1,2 | 


A'1=0,27 
— AY=0, 404 0.24 
Му 


Аг+А”г: š do 
= PZ =F 181 -+0,0234134 0.003337 et 
№, — № 
Wez : 3 
Nr (0,001 7;7* 4- 0,001 1 1.7" )e7, 
poury= r2,0nà: z= (r+ o, 0,0227 — 0,0010" jer, 
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Le second pas donne : Pour le trapèze tangentiel 


Pour le trapéze des cordes: 


Z n < —— v —rrnv L, ——Y — T Tn  —vno— Q ———————————— 


e fent мыр 
da 
D Lj aÜ p LES] . 
1+0,21+0,02 л 1,3 - 0,3 4. rn 4 0,093 0,00 L. 
6,061 ° 
uÀ у 
о1о, 44 x 02045 4. о, оозл? 
cor „| Moto 8 +o,ojgu *+o,oojr" 
‚ =0,24 0,058 4а i 
+o,006-752* 


= [1,350 3824 


` 
«ој 4 


obole | 


1.7 bo rr 020747 


| +o ҮТЕ 
à :=0, 


+ 0,003834* 


? +о,о{бг* 


A r 


| +0,01971"| 


247 4-0,08274* 


m 


du = 
T: 


620,250 


n 
40,0334* 


du 


(u Fay }ay= 


0,2 Eo Air Am, UU 


1,4-0, бол јо, сг 1 


+ i,4u о, 25ӯл 


du 


— Аү== 


dy 


t, e e: 


e À 
z 
x 4-0,0 wi 2 ог +o,oa3z* | 


"0,510 r 


r 
— 1,4 Wa, бол +0,138z* 
1 


gcc 


NOILVUO3LNI 
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N A'z--A"s | - er f 
Ne = Sa = (0.244 0,002582? + 0,01 1747 Je”, 
N, — №, pł GR 
1 — (0,00152*)2- 0,0014" )e7 ; 
ә 
pour 


y = t,4,0n a : z= (1 - 0,427 0,0807 4- 0,01 0d Je*, 


Les intervalles suivants donneront : 


Ay T 20 E 

0,2 1,6 12 0,6r--o,18z7* + 0,0348x? 
0.2 1.5 14 0,8x+ 0.31812:* 2: 0,083427 
0,2 2,0 14 «© 04982 40.0642? 


D'où pour y= 2: 
z —(14-3---0,40982*-- 0,164527) (1 4-04 0,92? 0,167277) 
z:= i+ ar 1,9987*4- 1,3292 
Or ła valeur vraie est : 
I +m 3-2? -- 1,3332", 


L'erreur est faible. * 


Nous renvoyons le lecteur aux travaux de MM. Gans. 
Heun, Kutta. 


* R. Gas. 
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OCTAVE DOIN ET FILS, EDITEURS, 8, PLACE DE L'ODEON, PARIS 


ENCYCLOPÉDIE SCIENTIFIQUE 


Publiée sous la direction du D TOULOUSE 


Nous avons entrepris la publication, sous la direction 
générale de son fondateur, le Dr Toulouse, Directeur à 
l'Ecole des Hautes-Etudes, d'une ENCYCLOPÉDIE SCIENTIFIQUE 
de langue francaise dont on mesurera l'importance à ce fait 
qu'elle est divisée en 40 sections ou Bibliothéques et qu'elle 
comprendra environ 1000 volumes. Elle se propose de riva- 
liser avec les plus grandes encyclopédies étrangères et 
méme de les dépasser, tout à la fois parle caractére nette- 
ment scientifique et la clarté de ses exposés, par l'ordre 
logique de ses divisions et par son unité, enfin par ses 
vastes dimensions et sa forme pratique. 


PLAN GÉNÉRAL DE L'ENCYCLOPÉDIE 


Mode de publication. — L'Encyclopédie se composera de mono- 
graphies scientifiques, classées méthodiquement et formant dans 
leur enchainement un exposé de toute la science. Organisée sur 
un plan systématique, cette Encyclopédie, tout en évitant les 
inconvénients des Traités, — massifs, d'un prix global élevé, dif- 
ficiles à consulter, = et les inconvénients des Dictionnaires, = 
ou les articles scindés irrationnellement, simples chapitres alpha- 
bétiques, sont toujours nécessairement incomplets, = réunira les 
avantages des uns et des autres. 

Du Traité, l'Encyclopédie gardera la supériorité que possède 
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un ensemble complet, bien divisé et fournissant sur chaque science 
tous les enseignements et tous les renseignements qu'on en réclame. 
Du Dictionnaire, l'Encyclopédie gardera les facilités de recherches 
par le moyen d'une table générale, l'index de l’Encyclopédie qui 
paraîtra dés la publication d'un certain nombre de volumes ct sera 
réimprimé périodiquement. L'Index renverra le lecteur aux différents 
volumes et aux pages oü se trouvent traités les divers points d'une 
question. 

Les éditions successives de chaque volume permettront de 
suivre toujours de prés les progrés de la science. Et c'est par là 
que s'affirme la supériorité de ce mode de publication sur tout 
autre. Alors que, sous sa masse compacte, un traité, un diction- 
naire ne peut être réédité et renouvelé que dans sa totalité et 
qu'à d'assez longs intervalles, inconvénients graves qu'atténuent 
mal des suppléments et des appendices, l'Encyclopédie scienti- 
fique, au contraire, pourra toujours rajeunir les parties qui ne 
seraient plus au courant des derniers travaux importants, Il est 
évident, par exemple, que si des livres d'algébre ou d'acoustique 
physique peuvent garder leur valeur pendant de nombreuses 
années, les ouvrages exposant les sciences en formation, comme 
la chimie physique, la psychologie ou les technologies indus- 
trielles, doivent nécessairement étre remaniés à des intervalles 
plus courts. 

Le lecteur appréciera la souplesse de publication de cette Ency- 
clopédie, toujours vivante, qui s'élargira au fur et à mesure des 
besoins dans le large cadre tracé dés le début, mais qui constituera 
toujours, dans son ensemble, un traité complet de la Science, dans 
chacune de ses sections un traitó complet d'une science, et dans 
chacun de ses livres une monographie compléte. Il pourra ainsi 
n'acheter que telle ou telle section de l'Encyclopédie, sür de n'avoir 
pas des parties dépareillées d'un tout, 

L'Encyclopédie demandera plusieurs années pour étre achevée ; 
car pour avoir des expositions bien faites, elle a pris ses colla- 
borateurs plutót parmi les savants que parmi les professionnels 
de la rédaction scientifique que l'on retrouve généralement dans 
les œuvres similaires, Or les savants écrivent peu et lentement; 
et il est préférable de laisser temporairement sans attribution 
certains ouvrages plutót que de les confier à des auteurs insuffi- 
sants. Mais cette lenteur et ces vides ne présenteront pas d'in- 
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convénients, puisque chaque livre est une œuvre indépendante 
et que tous les volumes publiés sont à tout moment réunis par 
l'index de PEncyclopédie. On peut donc encore considérer l'Ency- 
clopédie comme une librairie, où les livres soigneusement choisis, 
au lieu de représenter le hasard d'une production individuelle, 
obéiraient à un plan arrété d'avance, de maniére qu'il n'y ait ni 
lacune dans les parties ingrates, ni double emploi dans les parties 
trés cultivées, 


Caractère sclentifique des ouvrages, — Actuellement, les livres de 
science sc divisent en deux classes bien distinctes : les livres 
destinés aux savants spécialisés, le plus souvent incomprćhensibles 
pour tous les autres, faute de rappeler au début dos chapitres 
les connaissances nécessaires, et surtout faute de définir les 
nombreux termes techniques incessamment forgós, ces derniers 
rendant un mémoire d'une science particulière inintelligible à un 
savant qui en a abandonné l'étude durant quelques années; ot 
ensuite les livres écrits pour le grand public, qui sont sans profit 
pour des savants et méme pour des personnes d'une certaine culture 
intellectuelle, 

L'Encyclopédie scienlifique a lambition de s'adresser au public 
le plus large. Le savant spécialisé est assuré de rencontrer dans 
les volumes de sa partie une mise au point trós exacte de l'état 
actuel des questions; car chaque Bibliotheque, par ses techniques 
et ses monographies, est d'abord faite avec le plus grand soin 
pour servir d'instrument d'études et de recherches à ceux qui 
cultivent la science particulière qu'elle représente, et sa devise 
pourrait ètre : Par les savants, pour les savants. Quelques-uns 
de ces livres seront même, par leur caractère didactique, desti- 
nes à devenir des ouvrages classiques et à servir aux études de 
l'enseignement secondaire ou supérieur. Mais, d'autre part, le 
lecteur non spécialisé est certain de trouver, toutes les fois que 
cela sera nócessaire, au seuil de la section, — dans un ou plu- 
sieurs volumes de généralités, — et au seuil du volume, — dans 
un chapitre particulier, — des données qui formeront une véri- 
table introduction le mettant à méme de poursuivre avec profit sa 
lecture. Un vocabulaire technique, placé, quand il y aura lieu, à 
ła fin du volume, lui permettra de connaitre toujours le sens des 
mots spéciaux. 


CALCUL NUMERIQUE 15 
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LI 
ORGANISATION SCIENTIFIQUE 


bar son organisation scientifique, l'Encyclopédie parait devoir 
offrir aux lecteurs les meilleures garanties de compétence. Elle 
est divisée en sections ou Bibliothèques, à la tête desquelles sont 
placés des savants professionnels spécialisés dans chaque ordre 
de sciences et en pleine lorce de production, qui, d'accord avec 
le Directeur général, établissent les divisions dos matières, choi- 
sissent les collaboratcurs et acceptent les manuscrits. Le même 
esprit se manifestera partout : éclectisme et respect de toutes les 
opinions logiques, subordination des théorics aux données de l'expé- 
rience, soumission à une discipline rationnolle stricte ainsi qu'aux 
règles d'une exposition méthodique et claire. De la sorte, le lecteur, 
qui aura été intéressé par les ouvrages d'une section dont il sera 
l'abonné régulier, sera amené à consulter avec confiance les livres 
des autres sections dont il aura besoin, puisqu'il sera assuré de 
trouver partout la même pensée et les mêmes garanties. Actuelle- 
ment, en effet, il est, hors de sa spécialité, sans moyen pratique de 
juger de la compétence réelle des auteurs. 

Pour mieux apprécier les tendances variées du travail scienti- 
fique adapté à des fins spéciales, l'Encyclopédie a sollicité, pour 
la direction de claque Bibliothèque, le concours d'un savant placé 
dans le centre même des études du ressort, Elle a pu ainsi réunir 
des représentants des principaux corps savants, Établissements 
d'enseignement et de recherches de langue française : 


Institut. Conservatoire des Arts el Mé- 
Académie de Médecine. tiers. 

École d'Anthropologie. 
Collège de France. Institut National agronomique. 
Muséum d'Histoire naturelle. École vétérinaire Ф Alfort. 
École des Hautes-Études. École supérieure d'Électricité. 
Sorbonne et École normale. École de Chimie industrielle de 
Facultés des Sciences. Lyon. 
Facultés des Letires. École des Beaux-Arts. 
Facultés de Médecine. École des Sciences politiques. 
Instituts Pasteur. | 
École des Ponts et Chaussées. Observatoire de Paris. 
École des Mines. Hôpitaux de Paris. 


École Polytechnique. 
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III 
BUT DE L'ENCYCLOPÉDIE 


Au хуше siècle, « l'Encyclopédie » a marqué un magnifique mou- 
vement de la pensée vers la critique rationnelle. А cette époque, 
une telle manifestation devait avoir un caractère plilosophique. 
Aujourd'hui, l'heure est venuc de renouveler ce grand effort de 
critique, mais dans une direction strictement scientifique; c'est là le 
but de la nouvelle Encyclopédie. 

Ainsi la science pourra lutter avec la littérature pour la direc- 
tion des esprits cultivés, qui, au sortir des écoles, ne demandent 
guère de conseils qu'aux œuvres d'imagination et à des encyclo- 
pédies oü la science a une place restreinte, tout à fait hors de 
proportion avec son importance. Le moment est favorable à cette 
tentative; car les nouvelles générations sont plus instruites dans 
l'ordre scientifique que les précédentes, D'autre part la science 
est devenue, par sa complexité et par les corrélations de ses 
parties, une matière qu'il n'est plus possible d'exposer sans la 
collaboration de tous les spécialistes, unis là comme le sont les 
producteurs dans tous les départements de l'activité économique 
contemporaine, 

A un autre point de vue, l'Encyclopédie, embrassant toutes 
les manifestations scientifiques, servira comme tout inventaire 
à mettre au jour les lacunes, les champs encore en friche ou 
abandonnés, — ce qui expliquera la lenteur avec laquelle cer- 
taines sections se développeront, — et suscitera peut-être les 
travaux nécessaires. Si ce résultat est atteint, elle sera fière d'y 
avoir contribué, 

Elle apporte en outre une classification des sciences et, par ses 
divisions, une tentative de mesure, une limitation de chaque domaine, 
Dans son ensemble, elle cherchera à refléter exactement le prodi- 
gieux effort scientifique du commencement de ce siècle et un moment 
de sa pensée, en sorte que dans l'avenir elle reste le document 
principal oü l'on puisse retrouver et consulter le témoignage de cette 
époque intellectuelle. 

On peut voir aisément que l'Encyclopédie ainsi conçue, ainsi 
réalisée, aura sa place dans toutes les bibliothéques publiques, 
universitaires et scolaires, dans les laboratoires, entre les mains 
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des savants, des industriels et de tous les hommes instruits qui 
veulent se tenir au courant des progrès, dans la partie qu'ils cul- 
tivent eux-mémes ou dans tout le domaine scientifique, Elle fera 
jurisprudence, ce qui lui dicte le devoir d'impartialitó qu'elle aura 
à remplir. 

Il n'est plus possible de vivre dans la société moderne en ignorant 
les diverses formes de cette activité intellectuelle qui révolutionne 
les conditions dela vie; et l'interdépendance de la science ne permet 
plus aux savants de rester cantonnés, spécialisés dans un étroit 
domaine. ll leur faut, = et cela leur est souvent difficile, = se 
mettre au courant des recherches voisines. A tous l'Encyclopédie 
offre un instrument unique dont la portée scientifique et sociale ne 
pent échapper à personae. 


IV 


CLASSIFICATION DES MATIÈRES SCIENTIFIQUES 


La division de l'Encyclopédie en Bibliothèques а rendu néces- 
saire l'adoption d'une classification des sciences, ой se manifeste 
nécessairement un certain arbitraire, étant donné que les sciençes 
se distinguent beaucoup moins par les différences de leurs objets 
que par les divergences des aperçus et des habitudes de notre 
esprit. ll se produit en pratique des interpénétrations réciproques 
entre leurs domaines, en sorte que, si l'on donnait à chacun 
l'étendue à laquelle il peut se croire en droit de prétendre, il 
envahirait tous les territoires voisins ; une limitation assez stricte 
est nécessitóe par le fait méme de la juxtaposition de plusieurs 
sciences. 

Le plan choisi, sans viser à constituer une synthèse philosophique 
des sciences, qui ne pourrait étre que subjective, a tendu pourtant à 
échapper dans ła mesure du possible aux habitudes traditionnelles 
d'esprit, particuliérement à la routine didactique, et à s'inspirer de 
principes rationnels. 

Il y a deux grandes divisions dans le plan général de l'Ency- 
clopédie : d'un côté les sciences pures, et, de l'autre, toutes les 
technologies qui correspondent à ces sciences dans la sphére des 
applications, À part et au début, une Bibliothèque d'introduc- 
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tion générale cst consacrée à la philosophie des sciences (histoire 
des idées directrices, logique ct méthodologie). 

Les sciences pures ct appliquées présentent cn outre une divi- 
sion générale en sciences du monde inorganique et en sciences 
biołogiques Dans ces deux grandes catégories, l'ordre est celui 
de particularité croissante, qui marche parallèlement A une rigueur 
décroissante, Dans les sciences biologiques pures enfin, un groupe 
de sciences s'est trouvé mis à part, en tant qu'elles s'occupent 
moins de dégager des lois générales et abstraites que de fournir 
des monographies d'étres concrets, depuis la paléontologie jusqu'à 
l'anthropologie et l'ethnographie. 

tant donnés les principes rationnels qui ont dirigé cette classi- 
fication, il n'y a pas licu de s'étonner de voir apparaitre des 
groupements relativement nouveaux, une biologie générale, — 
une physiologie et une pathologie végétales, distinctes aussi 
bien de la botanique que de l'agriculture, — une chimie phy- 
sique, etc. 

En revanche, des groupements hétérogènes se disloquent pour 
que leurs parties puissent prendre place dans les disciplines 
auxquelles elles doivent revenir. La géographie, par exemple, 
retourne à la géologie, ct il y a des géographics botanique, 
zoologique, anthropologique, économique, qui sont étudiées dans 
la botanique, la zoologie, l'anthropologie, les sciences écono- 
miques, 

Les sciences médicales, immense juxtaposition de tendances 
très diverses, unies par une tradition utilitaire, se désagrègent 
en des sciences ou des techniques précises; la pathologie, 
science de lois, se distingue de la thérapeutique ou de l'hygiène, 
qui ne sont que les applications des données générales fournios 
par les sciences pures, et a ce titre mises à leur place ration- 
nelle. 

Enfin, il a paru bon de renoncer à l'anthropocentrisme qui 
exigeait une physiologie humaine, une anatomie humaine, une 
embryologie humaine, une psychologie humaine. L'homme est 
intégré dans la série animale dont il est un aboutissant. Et ainsi, 
son organisation, ses fonctions, son développement s'éclairent de 
toute l'évolution antérieure et préparent l'étude des formes plus 
complexes des groupements organiques qui sont offerts par l'étude 
des sociétés, 

15. 
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On peut voir que, malgré la prédominance de la préoccupation 
pratique dans ce classement des Bibliothèques de l'Encgclopédie 
scientifique, le souci de situer rationnellement les sciences dans 
leurs rapports réciproques n'a pas été négligé, Enfin il est à 
peine besoin d'ajouter que cet ordre n'implique nullement unc 
hiérarchie, ni dans l'importance ni dans les difficultés des diverses 
Sciences, Certaines, qui sont placées dans la technologie, sont 
d'une complexitó extróme, et leurs recherches peuvent figurer 
parmi les plus ardues. 


Prix de la publication. — Les volumes, illustrés pour la plupart, 
seront publiés dans le format in-18 jésus et cartonnés. De dimen- 
sions commodes, ils auront 400 pages environ, ce qui représente 
une matiére suffisante pour une monographie ayant un objet défini 
et important, établie du reste selon l'économie du projet qui saura 
éviter l'émiettement des sujets d'exposition. Le prix étant fixé 
uniformément à 5 francs, c'est un réel progres dans les conditions 
de publication des ouvrages scientifiques, qui, dans certaines spócia- 
lités, coütent encore si cher, 
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d'Economie politique, professeur à l'Ecole 
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